
Fourieroptik
Versuchsausarbeitung im Rahmen des Fortgeschrittenen 

Praktikums der Heinrich Heine Universität Düsseldorf, vorgelegt 
von Marcus Neuer.

1 Theoretische Grundlagen

1.1 Auszüge aus der Beugungstheorie
Unter dem Begriff "Beugung" versteht man die teilweise Ablenkung von Licht-
strahlen aus ihrer ursprünglichen Richtung, wie  sie z.b. an den Kanten von
nicht transmittierenden Materialien beobachtbar ist. Ein solcher Effekt ist nicht
durch die geometrische Optik beschreibbar, sondern wird erst im Modell der

Wellenoptik erfaßbar. 

Obiges Problem wird  klarer, wenn man das Huygenssche  Prinzip heranzieht,
das besagt, daß jeder Punkt einer Wellenfront, Quelle von  kugelförmigen
Elementarwellen ist. In dieser Vorstellung führt die Einhüllende aller Elementar-
wellen auf die Gesamtfront. Nach einem Hindernis muß jedoch auch die Interfer-
enz beachtet werden, da die Amplitude durch die Überlagerung aller Elementar-
wellen gegeben ist. Das Fresnel-Huygens-Prinzip faßt  sowohl das Interferenz-
konzept als auch die Elementarwellenanschauung zusammen.

Abb.1 Huyghenssches Prinzip



Das  Kirchhoffsche-Beugungsintegral  stellt die mathematische Darstellung des

Fresnel-Huygens-Prinzip dar. Es ist  aus den Maxwellgleichungen herleitbar
und gibt die Feldverteilung E(x ,́y ,́z) im Abstand zu Beugungsfigur bei z=0 an, 
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cos� en, er 	 dxdy,

wobei der Term eikr
 
 
 
 
 
 
 

r die Kugelwellen beschreibt, und cos� en, er 	  den Kosinus

zwischen dem Einheitsvektor der Ausbreitungsrichtung der einfallenden Welle,

und dem Einheitsvektor von r meint. 

Betrachtet man eine beugende Struktur, so gibt es zwei unterschiedliche Bere-
iche hinter der Struktur von besonderem Interesse. Direkt hinter der Struktur
überlagern sich Elementarwellen der verschiedensten Ausbreitungsrichtungen.
In diesem Bereich erhält man Fresnelbeugung. 

Im  Fernfeld  sind die sich überlagernden Wellen fast eben, und die dort zu

beobachtende Beugungsform heißt  Fraunhoferbeugung. Um sie dreht sich der
vorliegende Versuch. 

Im folgenden wird gezeigt, daß zwischen den Beugungsarten und der  Fourier-
transformierten ein Zusammenhang besteht. 

1.2 Fourierentwicklung
Nach dem Fouriertheorem läßt sich jede periodische Funktion f als Summe der
trigonometrischen Funktionen darstellen. Zusätzlich  muß f  integrabel sein.
Formal schreibt sich f dann als,

(2)f � x� 
 a0� � � � � � � �
2 � �

m� 1

� �
am cos� mkx� � bm sin � mkx� � .

Wenn man sich f  als eine Überlagerung mehrerer Frequenzen vorstellt, so ist
(2) anschaulich rückwertige Sortierung und Zerlegung in die spektralen Kompo-
nenten. Im Zentrum der Fourieranalyse stehen die Fourierfaktoren ai , bi ,  die
angeben, wie stark die i-te Spektralkomponente gewichtet ist. Wir ermitteln a0,
indem wir über eine Wellenlänge integrieren, dabei fallen alle Beiträge in denen
sin oder cos vorkommt weg,
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�
0

�
f � x� dx � �

0

�
a0 � 2dx � 0

(3)a0  2! ! ! ! !" #
0

$
f % x& dx.

Multipliziert  man  beide Seiten von  (2)  jeweils  mit  cos(mkx), bzw.  mit
sin(mkx),  und  integriert  wieder,  so  folgen  unter  Anwendung  der
Orthogonalitätsbedingungen,

#
0

$
sin % mkx& cos% nkx& dx  0; #

0

$
sin % mkx& sin % nkx& dx  "! ! ! ! !

2 ' m,n

und (
0

)
cps* mkx+ cos* nkx+ dx , -. . . . .

2 ' m,n,

die weiteren Koeffizienten, 

(4)am , 2. . . . .- (
0

)
f * x+ cos* mkx+ dx

(5)bm , 2. . . . .- (
0

)
f * x+ sin * mkx+ dx.

Im komplexen vereinfacht sich die Fourierreihe, weil nur noch ein Koeffizient
berücksichtigt werden muß.

(6)f * x+ , /
m0 0

1
cm ei mkx

Die Koeffizienten sind durch 

(7)cm , 1. . . . .- (
0

)
f * x+ e2 im 2 34 4 4 4 4 4 4 45 x dx

bestimmt. Wie oben bereits erwähnt sind die Fourierkoeffizienten Gewichtungs-
faktoren, die die jeweilige Oberschwingung hervorheben. Werden die Koeffi-
zienten cm6 mk7  gegen m·k aufgetragen, so erhält  man das Raumfrequenzspek-
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trum. Für  die Reihenentwicklung (6)  ist  dies ein Strichspektrum, da nur bei
diskreten Werten m·k Oberschwingungsamplituden vorkommen.

1.3 Fouriertransformierte
Bei  nichtperiodischen Funktionen werden die diskreten k-Werte in  eine kon-
tinuierliche Verteilung überführt.  Damit werden die Vorfaktoren cm  jetzt zu
einer Funktion die von k abhängt, 

cm 8 c 9 k : .
Diese Funktion stellt nun eine Verallgemeinerung der obigen Reihenentwick-
lung dar, d.h. wir können f(x) darstellen als

(8)f 9 x: ; < => ??
c @ k A eikx dk B c C k D E F ´ GH II

f C xD e
H ikx dx.

Die Funktion c(k) heißt  Fouriertransformierte von f(x). Die Faktoren F  und F ´
sind je nach Konvention verschieden, und werden im folgenden nicht explizit
angegeben, was im Einklang mit der Begleitliteratur steht.

Wir definieren die Fouriertransformation kurz als, 

f C xD B J K f L xM N .
Für  die Feldverteilung in der x-y-Ebene kann die Fouriertransformierte sofort
angegeben werden,

(9)E O kx, ky P Q R RS T T
E O x, yP e

S i U kx x V ky yW dxdy.

1.4 Fourieroptik

1.4.1 Fresnel-Näherung

Weil das Kirchhoff Integral nicht ohne weiteres zu lösen ist, werden Näherun-
gen notwendig. In der Fresnelnäherung werden nur zur z-Achse fast parallele
Strahlen einbezogen. Dann ist,

(10)cosX en, er Y Z 1,

und wir können die Radiusformel nach z entwickeln, 
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2z
a b y´ _ ỳ 2d d d d d d d d d d d d d d d dd d d d d d d d d

2z
.

Setz man diese Vereinfachungen ins Kirchhoff Integral ein, so erhählt man ein
neues Integral,

(11)E b x´, y´, z̀ e eikzd d d d d d d dd d d
i f z g gh i i

E b x, ỳ ej ikk k k k k k k
2z l x ḿ x n 2 o l y´ m yn 2p

dxdy.

An dieser Stelle läßt sich bereits die Fouriertransformierte erkennen, durch eine
Umformung wird sie noch ersichtlicher, 

E q x´, y´, zr s A q x ,́ y´, zr tu uv w w
E x x, yy t ez i {| | | | | |}

z ~ x2 � y2� �
ez v 2i {| | | | | | | | |}

z ~ x´x � y´y� �
dxdy,

mit

A x x´, y´, zy � eikz� � � � � � � �� � �
i � z

e
i {| | | | | |}
z ~ x´2 � y´2�

.

In Kurzschreibweise lautet die Fresnelnäherung dann, 

(12)E x x´, y ,́ zy � A x x´, y´, zy t � � E � x, y� � e i �� � � � � ��
z � x2 � y2� � � �

x,

�
y � ,

Wobei  die  Fouriertransformierte in  Abhängigkeit  von  den Raumfrequenzen
gebildet wird, �

x � x´� � � � � � � � ��
z

;

�
y � y´� � � � � � � � ��

z
.

1.4.2 Fraunhofernäherung

Der Fraunhoferbereich ist als ein Bereich definiert, der in weitem Abstand zur
Beugungsstruktur ist. Es liegen endlich dimensionierte Beugungsstrukturen in
x und y Richtung vor, und eine große Distanz z. Damit gilt,

z � � � x2 � y2 � � i �� � � � � � � � ��
z   x2 ¡ y2 ¢ £ 0¤ exp¥ i ¦§ § § § § § § § §¨

z © x2 ª y2 « ¬ ­ 1,
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und die Integration vereinfacht sich weiter, 

(13)E ® x´, y´, z̄ ° A ® x´, y´, z̄ ± ² ³ E ® x, ȳ ´ µ ¶
x,¶

y · .
Die Feldverteilung in der Fraunhofernäherung wird durch die Fouriertransformi-
erte der Spaltfunktion festgelegt. Die Intensität verhält sich gemäß I ¸ ¹ E ¹ 2, 

(14)I º 1» » » » » » » »» » » » » » » »¼
2 z2 ½ ¾ ¿ E À x, yÁ Â ½ 2

1.4.3 Punktlichtquelle und ebene Welle

Die Punktlichtquelle kann als einfachste Beugungsstruktur angesehen werden.
Sie wird durch eine Ã -Funktion beschrieben, 

(15)E À x, yÁ Ä E0 Ã À x Å x0 Á Ã À y Å y0 Á .
Die Fouriertransformierte ist in  diesem Fall leicht zu bestimmen, da nur eine
Integration über die Ã -Funktionen ausgeführt werden muß, 

(16)
¾ ¿ E À x, yÁ Â Ä Æ ÆÇ È È

E0 Ã À x Å x0 Á Ã À y Å y0 Á eÉ Ç 2 i ÊË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËÌ
z Í x´x Î y´yÏ Ð dxdyÄ E0 eÉ Ç 2 i ÊË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËÌ

z x0
2 Î y0

2Ð .
Die Punktlichtquelle transformiert sich in  eine ebene Welle. Die ebene Welle
transformiert sich in  eine Punktlichtquelle, denn das ist  ersichtlich aus der
Definition der Ã -Funktion,

E À x, yÁ Ä E0

(17)
¾ ¿ E À x, yÁ Â Ä Æ ÆÇ È È

E0 eÑ Ò 2 i Ó Ô Õ x x Ö Õ y y× Ø dxdyÙ E0 Ú Û Ü x Ý Ú Û Ü y Ý .
1.4.4 Der Þ -lange Spalt

Der ß -lange, ß -dünne Spalt (hier in y-Richtung) läßt sich ebenfalls durch eineà
-Funktion darstellen, 

(18)E á x, yâ ã E0
à á x ä x0 â

Die Fouriertransformiterte dieser Feldverteilung lautet,
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å æ
E ç x, yè é ê ë ëì í í

E0 î ç x ï x0 è eð ì 2 i ñò ò ò ò ò ò ò ò òó
z ô x´x õ y´yö ÷ dxdy

(19)ê ëì í í
E0 eø ì 2 i ù ú y y û dy0 ê E0 î ç ü y è

woraus folgt,  daß der ý -lange Spalt in  der Beugungsebene um 90° gedreht
dargestellt wird.

1.4.5 Das einseitig ý -lange aber endlich dicke Rechteck

Da ein ý -langer und ý -dünner Spalt in der Realität nicht ohne weiteres realisi-
erbar ist, beschreiben wir  Spalte besser durch Rechtecke. Das Rechteck habe

die Breite a. Eine solche Struktur kann mit  der Funktion rect(x) beschrieben
werden, 

(20)E ç x, yè ê E0 rect þ xÿ ÿ ÿ ÿ ÿ
a � � E0 � 1für � x � � a� � � �

2

0sonst � .

Auch hier kann die Integration analytisch durchgeführt werden, � �
E 	 x, y
 � � 
� �� �� a� 2a� 2

E0 e� � 2 i �� � � � � � � � ��
z � x´x � y´y� � dxdy

� E0 �� a� 2a� 2
e ! 2 i " # x x $ dx %& ''

e( & 2 i ) * y y $ dy

(21)
+ E0 , - . y / 10 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 1 i 2 x 3 e4 2 5 i 6 x
a7 7 7 7
2 8 e2 9 i : x

a; ; ; ;
2 <= E0 > ? @ y A sinc? B @ x aA .

Hier wurde direkt eine weitere Hilfsfunktion eingeführt, die sinc-Funktion,

(22)sincC D sinCE E E E E E E EE E E E E EC .
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Abb.2 Skizze der sinc-Funktion

1.4.6 Lochblende

Wir betrachten nun eine Lochblende die durch die Funktion,

(23)E F r, G H I E0 J 1für r K a

0sonst L ,

gegeben ist. Aufgrund der Symmetrie wurde der Ansatz bereits für eine Integra-
tion in Polarkoordinaten aufgestellt. Dabei gelten die Transformationen, 

x M r cosN ; y M r sinN ; O x M O cosP ; Q y R Q sinP ,

mit dem Winkel S  im Koordinatensystem der Spaltfunktion, und dem Winkel P
im  System der Raumfrequenzen, anschaulich auf dem Darstellungsschirm des
Beugungsbildes.

Das zu lösende Integral lautet schließlich, 

(24)
T U

E V x, yW X R E0 Y
0

2 Z Y
0

a

e[ 2 Z i \ rcos] ^ cos_ ` rsina b sin_ c r drdd
unter Anwendung eines Additionstheorems,

cose d f g h i cosd cosg j sink sinl
wird (24) zu, m n

E o x, yp q r E0 s
0

2 t s
0

a

eu 2 t i v r cosw x u y z r drdk
r 2 { E0 s

0

a

r J0 o | 2 { } r p dr.
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In  diesem Schritt wurde die Besselfunktion J0  benutzt, deren Integration auf

die Funktion J1 führt, gemäß der Eigenschaften der Besselfunktionen,

(25)
~ �

E � x, y� � � � , � � � E0 a� � � � � � � �� � � � �� J1 � 2 � � a�
und nach Rückführung auf die herkömmlichen Koordinaten

(26)
~ �

E � x, y� � � � x, � y � � E0 a� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
x

2 � �
y
2

J1 � 2 � a � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
x
2 � �

y
2 � .

Abb.2 Feldverteilung der Lochblende im E( � x, � y) Diagramm

�
x

�
y

Abb.3 Intensitätsverteilung auf der � x, � y Ebene des Beugungsschirms

FP73.nb 9



1.5 Fourieroptik kombinatorischer Strukturen
In  1.4  wurden die  Fouriertransformierten einiger einfacher Strukturen aus-
gerechnet. Da  komplexe  Strukturen meist  zurückführbar  auf  die  oben
besprochenen Grundfiguren sind, liegt es nahe einige Sätze der Fouriertheorie
heranzuziehen, um das Zusammenspiel von Einzelfunktionen zu verstehen. 

Die nun folgenden Sätze werden später wieder aufgegriffen und im Experiment
verifiziert.

1.5.1 Verschiebungssatz

Verschiebungen der  beugenden Struktur in  x  und y  Richtung verursachen
lineare Phasenverschiebungen. 

(27)
� �

E � x � � x, y � � y� � � � x, � y �   e2 ¡ i ¢ £ x ¤ x ¥ ¦ y ¤ y§ ¨ © E ª x, y« ¬ ª ­ x, ­ y «
1.5.2 Ähnlichkeitssatz

Vergrößert  man die Beugungsstruktur so zieht dies eine Verkleinerung der
Fouriertransformierten nach sich,

(28)¨ © E ª ax, by« ¬ ª ­ x, ­ y « ® 1¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯¯ ¯ ¯° a ° ° b ° ¨ © E ª x, y« ¬ ± ­ x¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯
a

,
­ y¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯
b ² .
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1.5.3 Faltungssatz

Der Faltungssatz ist  das mächtigste Werkzeug um zusammengesetzte Struk-
turen beschreiben zu können. 

(29)
³ ´

E1 µ x, y¶ · E2 ¸ x, y¹ º ¸ » x, » y ¹ ¼ ½ ¾ E1 ¸ x, y¹ º ¿ À Á E2 Â x, yÃ Ä
Anschaulich bedeutet dies, daß wir  zusammengesetzte Beugungsstrukturen in
ihre Einzelfunktionen auflösen können, und deren Fouriertransformierte dann
berechnen können. So kann der Doppelspalt z.b. in einen Spalt, und zwei Å -
Funktionen aufgespalten werden. 

1.6 Optische Manipulationen
Mit  Manipulationen innerhalb der Beugungsebene können bestimmte Beugun-
sordnungen aus dem Beugungslicht entfernen. Durch Rücktransformation wird
dann ersichtlich, wie sich die Manipulation ausgewirkt hat.

FP73.nb 11


