Fourieroptik

Versuchsausarbeitunign RahmerdesFortgeschrittenen
Praktikumsder Heinrich HeineUniversitd Disseldorfvorgelegt
von MarcusNeuer.

1 Theoretisché&srundlagen

1.1 Auszige ausderBeugungstheorie

Unter demBegriff "Beugung"verstehtmandie teilweiseAblenkungvon Licht-
strahlenaus ihrer urspringlichen Richtung, wie sie z.b. an den Kantenvon
nicht transmittierendeMaterialienbeobachtbairst. Ein solcherEffekt ist nicht
durch die geometrischéOptik beschreibbarsondernwird erstim Modell der
Wellenoptikerfaf®ar.

ObigesProblemwird klarer, wenn man das Huygenssche Prinzip heranzieht,
das besagt,dal’ jeder Punkt einer Wellenfront, Quelle von kugelfdmigen

Elementarwellemst. In dieserVorstellungfihrt die Einhdlendealler Elementar

wellenauf die GesamtfrontNacheinemHindernismuf3jedochauchdie Interfer
enzbeachtetverden dadie Amplitude durchdie Uberlagerungller Elementar

wellen gegebenst. Das Fresnd-Huygens-Prinzip fal¥ sowohldasinterferenz

konzeptalsauchdie Elementarwellenanschauungsammen.
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Das Kirchhoffsche-Beugungsintegral stellt die mathematisch®arstellungdes
Fresnel-Huygens-Prinziglar. Es ist aus den Maxwellgleichungenherleitbar
und gibt die Feldverteilunde(x’,y",z) im Abstandzu Beugungsfigubei z=0 an,
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. 1 gk
Ex,y. 2= [ [Ex S costen eycxay, M

— 00

wobei der Term %die Kugelwellen beschreibtund coge,, ) den Kosinus
zwischendem Einheitsvektorder Ausbreitungsrichtungler einfallendenwelle,
unddemEinheitsvektovonr meint.

Betrachtetmaneine beugendeStruktur, so gibt eszwei unterschiedlichdere
iche hinter der Struktur von besondereninteresseDirekt hinter der Struktur
uberlagernsich Elementarwellerder verschiedensteAusbreitungsrichtungen.
In diesemBereicherhdt manFresnel beugung.

Im Fernfeld sind die sich Uberlagerndenwellen fast eben,und die dort zu
beobachtend8eugungsformheild Fraunhoferbeugung. Um sie drehtsich der
vorliegendeVersuch.

Im folgendenwird gezeigt,dal3zwischendenBeugungsarteandder Fourier
transformierterein Zusammenhanpesteht.

1.2 Fourierentwicklung

NachdemFouriertheorentéal3t sichjedeperiodische~unktionf als Summeder
trigonometrischenFunktionen darstellen. Zusdzlich muf3 f integrabel sein.
Formalschreibtsichf dannals,

f(x)= % + Z {am cos(mkx) + by, sin(mkx)}. 2)

m=1

Wennmansich f als eine UberlagerungmehrererFrequenzervorstellt, so ist

(2) anschaulichrickwertigeSortierungund Zerlegungn die spektralerKompo-

nenten.Im Zentrum der Fourieranalysestehendie Fourierfaktoreng;, b, die
angebenwie starkdie i-te Spektralkomponentgewichtetist. Wir ermittelnag,

indemwir Uber eineWellenléngeintegrierendabeifallen alle Beitrége in denen
sin odercosvorkommtweg,
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A A
ff(x)dx:fao/de +0
0 0

A
2
a8 = Xff(x)dx. (3
0

Multipliziert man beide Seiten von (2) jeweils mit cos(mkx), bzw. mit
sin(mkx), und integriert wieder, so folgen unter Anwendung der
Orthogonalitatshedingungen,

A A

A
fsin(mkx) cos(nkx) dx = 0; fsin(mkx) sin(nkx) dx = > Smn
0 0

A
A
und fcps(mkx) cos(nkx) dx = 3 Omns
0

die weiterenKoeffizienten,

A

3m = ; f f (x) cos(mkx) dx 4
0
A

b = ; f f (X) sin (mkx) dx. (5)
0

Im komplexenvereinfachtsich die Fourierreiheweil nur noch ein Koeffizient
bericksichtigtwerdenmuf3

F0=) Cne™ (6)
m=0
Die Koeffizientensinddurch
A
1 —im 2= x
Cm =~ f(x)e"™ 7 *dx (7)
0

bestimmt.Wie obenbereitserwéint sinddie Fourierkoeffizienterisewichtungs
faktoren, die die jeweilige OberschwingundhervorhebenWerdendie Koeffi-
zientency(mk) gegenmk aufgetragenso erhdt mandasRaumfrequenzspek
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trum. Fir die Reihenentwicklung6) ist dies ein Strichspektrumda nur bei
diskretenWertenmk Oberschwingungsamplitudelerkommen.

1.3 Fouriertransformierte

Bei nichtperiodischerFunktionenwerdendie diskretenk-Werte in eine kon-
tinuierliche Verteilung tberfthrt. Damit werdendie Vorfaktoren cy, jetzt zu
einerFunktiondie von k abhéngt,

Cm = c(K).

Diese Funktion stellt nun eine Verallgemeinerungler obigen Reihenentwick
lung dar,d.h.wir kénnenf(x) darstellerals

f(x)={fc(k)e"‘x dk «— c(k):(ff(x)e‘"‘x dx. @)

Die Funktionc(k) heil? Fouriertransformierteon f(x). Die Faktoren/ und
sind je nach Konventionverschiedenund werdenim folgendennicht explizit
angegebenyasim Einklangmit derBegleitliteratursteht.

Wir definierendie Fouriertransformatiokurz als,
f(X) «— F[f X)].

Fir die Feldverteilungin der x-y-Ebenekann die Fouriertransformiertesofort
angegebemerden,

Ekx, ky) = ffE(x, y) e X+ ) gy dy., (9)

1.4 Fourieroptik
1.4.1Fresnel-N&erung

Weil dasKirchhoff Integralnicht ohneweitereszu l6senist, werdenN&herurx
gen notwendig.In der FresnelnBerungwerdennur zur z-Achsefast parallele
StrahleneinbezogenDannist,

cos(en, &) ~ 1, (10
undwir kdnnendie Radiusformehachz entwickeln,
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r= \/(x’—x)2+(y’—y)2+z2
=% -y°

27 2z
SetzmandieseVereinfachungeins Kirchhoff Integralein, so erhdlt manein
neuedntegral,

~Z+

jkz . ) .
E(X,, y,, Z) = 3—2 ff E(X1 y) éé_kz (X’_X) +(y _y) ] dxdy (11)

An dieserStellela®t sichbereitsdie Fouriertransformierterkennengdurcheine
Umformungwird sienochersichtlicher,

EX,Y,2=AX,Y, 2)-
f f E(x,Y) .d 7 0P| d-FF xryy)] dxdy,
mit
ékZ in 2 2
AX,Y,2)= — eu*"+),
Xy, 2)=-
In Kurzschreibweiséautetdie FresnelnBerungdann,

E(X,1 y,1 Z) =A (X,, y,, Z) ?[E (X, y) . e% (X2+y2)] (12)

(rx,vy)’

Wobei die Fouriertransformiertan Abhéngigkeit von den Raumfrequenzen
gebildetwird,

1.4.2Fraunhoferniderung

Der Fraunhoferbereickst als ein Bereichdefiniert, derin weitem Abstandzur
Beugungsstrukturst. Es liegen endlich dimensionierteBeugungsstrukturem
x undy Richtungvor, undeinegrof¥ Distanzz. Damitgilt,

2,2 T 5 5
- ~0
Z>>(X+Yy) = e (X +Yy9)

= ex;{% X + yz)] ~1,
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unddie Integrationvereinfachtsichweiter,

EX,Y,2)=AKX,Y, 2 FIEX V- (13

Die Feldverteilungn derFraunhoferniaerungwird durchdie Fouriertransformi
erteder SpaltfunktionfestgelegtDie Intensitd verhdt sichgem® | ~ | E |2,

g7 | TEC I (14)

1.4.3Punktlichtquelleundebenénelle

Die Punktlichtquellekann als einfachsteBeugungsstruktuangesehemverden.
Siewird durcheineds-Funktionbeschrieben,

E(X,y) = Eod (X—X0) 8 (Y — Yo)- (19
Die Fouriertransformiertést in diesemFall leicht zu bestimmenda nur eine
Integrationuber die 5-Funktionenausgefart werdenmuf3

FIEX, y)] = f f Eo (X — X0) 8 (Y — yo) &~ 2 0] dxcly
—o0 (16)

— Eyd- 22 Xo*+yo?]
Die Punktlichtquelletransformiertsich in eine ebeneWelle. Die ebeneWelle

transformiertsich in eine Punktlichtquelle,denn das ist ersichtlich aus der
Definition derd-Funktion,

E(X1 y) = EO
FIE(X, y)] = f f Eq 2 0xx+w ¥ dxdy
17
= Eod (vx) 6 (vy).
1.4.4Der co-langeSpalt

Der co-lange,co-diinne Spalt (hier in y-Richtung)laft sichebenfallsdurcheine
o-Funktiondarstellen,

E(X, y) = Eo 8 (X~ Xo) (18)
Die Fouriertransformitertelieser~eldverteilundautet,
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FIEX, )] = f f Eo 8§ (X — Xo) €~ <Y dxdly

= on g-2imwyyl dyO = Eoé(Vy) (19)
worausfolgt, dald der co-lange Spaltin der Beugungsebenam 90° gedreht
dargestellwird.

1.4.5Daseinseitigeo-langeaberendlichdicke Rechteck

Da ein co-langerund co-dinner Spaltin der Realitd nicht ohneweiteresrealist
erbarist, beschreibewir Spaltebesserdurch RechteckeDas Rechteckhabe
die Breite a. Eine solche Struktur kann mit der Funktion rect(x) beschrieben
werden,

0{lfl'jr|X| <%}.

E(x, y) = Eo rect(g) = (20)

Osonst

Auch hier kanndie Integrationanalytischdurchgefinrt werden,

co a2
FIE(X, y)] = f f Eod= % XYY gxdy

—co —a/2

a/2

— EO fe[Zinvxx]dX fe[—Zinvyy] dy

—32

1 ( —2 mivy 5 5 _ e27r|vx —2)
vy (21

= Eq 6 (vy) sinc(nrvy ).
Hier wurdedirekt eineweitereHilfsfunktion eingefinrt, die sinc-Funktion,
Siny

singy = ——. (22
@
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Abb.2Skizzaler sinc-Funktion

1.4.6Lochblende

Wir betrachtemuneineLochblendealie durchdie Funktion,

1flrr < a}1

E(r d)= EO{ Osonst

(23)

gegebenst. Aufgrundder Symmetriewurdeder Ansatzbereitsfir einelntegra
tion in Polarkoordinatemufgestellt Dabeigeltendie Transformationen,

X=rcos} y=rsin} ; vy =vCcosp ; vy =vsiny,

mit demWinkel ¢ im Koordinatensysterder Spaltfunktion,und demWinkel ¢
Im Systemder Raumfrequenzeranschaulichauf dem Darstellungsschirndes
Beugungsbildes.

Daszulosendentegrallautetschlieflich,
27 a

?[E(X, y)] — EO ffe—27ri(rc039v003p+rsin9vsirxp) r drd¢ (24)
00

unterAnwendungeinesAdditionstheorems,

Ccos(¢ — ) = cOs}COoSsp + Sinysing
wird (24) zu,

27 a

FIE(X, y)] = Eo f f g 27 1eosi=9) rdr
0 0

:27rE0frJ0(—2m/r)dr.
0
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In diesemSchritt wurde die BesselfunktionJ, benutzt,derenintegrationauf
die FunktionJ; fiihrt, gem# derEigenschaftenler Besselfunktionen,

FIEX 10, 9) = —22 3y 2ma (29)

und nachRickfihrungaufdie herkdnmlichenKoordinaten

E
FIE(, V)] (5, 1) = — e 3 (27812 + %2 ). -

WP+ 12

Abb.2Feldverteilungder Lochblendem E (s, »,) Diagramm

vy

VX

Abb.3Intensitdsverteilungauf der », », EbenedesBeugungsschirms
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1.5 Fourieroptikkombinatorischestrukturen

In 1.4 wurden die Fouriertransformiertereiniger einfacher Strukturen aus
gerechnet. Da komplexe Strukturen meist zurickfihrbar auf die oben
besprocheneGrundfigurensind, liegt es naheeinige Sdze der Fouriertheorie
heranzuzieherym dasZusammenspialon Einzelfunktionerzu verstehen.

Die nunfolgendenSaze werdenspdéer wiederaufgegriffenundim Experiment
verifiziert.
1.5.1Verschiebungssatz

Verschiebungender beugendenStruktur in x und y Richtung verursachen
linearePhasenverschiebungen.

FIE (X + AX, Y + AY)] (vx, vy) = €7 Ox X+ M) FE (x, y)] (v, vy) (27)

1.5.2 Ahnlichkeitssatz

Vergrd3ert man die Beugungsstruktuso zieht dies eine Verkleinerungder
Fouriertransformiertenachsich,

1 X
FIE @ byl 05, 1) = ———— FIEG, I (2, 2) (28
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1.5.3Faltungssatz

Der Faltungssatast das mé&htigste Werkzeugum zusammengesetztgtruk
turenbeschreibezu kdnnen.

FIEL (X Y)-Ea (X, Y] (vx, vy) = FIEL (X Y] = F[E2 (X, Y)I (29

Anschaulichbedeutetdies, dalRwir zusammengesetz&eugungsstrukturem
ihre Einzelfunktionenauflésen konnen, und derenFouriertransformiertelann
berechnerkonnen. So kann der Doppelspaltz.b. in einenSpalt, und zwei ¢-
Funktionenaufgespaltemverden.

1.6 OptischeManipulationen

Mit Manipulationeninnerhalbder BeugungsebenktnnenbestimmteBeugun
sordnungerausdem Beugungslichentfernen Durch Ricktransformatiorwird
dannersichtlich,wie sichdie Manipulationausgewirkhat.

Allgemeiner Aufbau des Experiments

gn,q) .

Beleuchtung

Objekt Fourierebene Rekonstruierte

\@/\@/

Manipulationen



