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1. Erste Grundbegriffe

1.1 Definitionen

Bezugssystem Koordinatensystem bei dem die Koordinaten durch
MeBwerte (Ubren und MafSstibe) realisiert sind.

Trigheit = Inertheit lat. iners ,,zrage, unbeteiligt*

Inertialsystem Bezugsystem in dem ein Korper im Zustand der
geradlinigen Bewegung verbleibt, solange keine
Krafte auf thn wirken.



1. Erste Grundbegriffe

1.2 Die Newtonschen Axiome (historisch aus ,,Lex quartia®)

Es gibt Inertialsysteme.

Die absolute, wahre und mathematische Zeit verfliel3t an sich
und ist threr Natur nach gleichférmig und ohne Beziehung auf
irgendeinen aulleren Gegenstand.

Ein kriftefreier Massepunkt bewegt sich im Inertialsystem
geradlinig-gleichférmig.

2 Die Kraft auf einen Massepunkt im Inertialsystem ist F=p= pom (mv).

3 Actio = Reactio.

4 Krafte addieren sich vektoriell.



1. Erste Grundbegriffe

1.3 Die (einfache) Galilei-Transformation

v

vt /v

v
<



1. Erste Grundbegriffe

RIOR
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1.3 Die (einfache) Galilei-Transformation

7

X =

t =t t"(X)=— X

<|— ©O




1. Erste Grundbegriffe
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1.3 Die (einfache) Galilei-Transformation

Stimmt diese Transformation, so gilt:

Spiegel 2 Drehtisch
U =u+v
halbdurchlissiger
Lichtquelle Spiegel I
[ |
Iy
|
Spiegel 1
Die Uberprifung mit dem
Michelson-Motley-Experiment U gt

ergab, dass dies nicht stimmt.



1. Erste Grundbegriffe

1.5 Die Lorentztransformation

Eine neue Transformation gibt den Sachverhalt richtig wieder...

X =y (X-w) t =7( —é )

Py
Y= 1—5

-
)

A~

Die theoretische Begriindung fiir die Verwendung der
Lorentztransformation und ithre Auswirkungen auf die Teilgebiete
der Physik heil3t Spezielle Relativititstheorie.



Teil 1.
Die Spezielle Relativitatstheorie
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2. Die Lorentztransformation by

AS
Institut fiir Theoretische Physik I

2.1 Postulate der Speziellen Relativitatstheorie

Relativititsprinzip Die Naturgesetze haben in jedem Inertialsystem
dieselbe Form. Sie sind forminvariant
oder kovariant.

Postulat 1 Die Lichtgeschwindigkeit sei in
allen Inertialsystemen gleich.
(Es existiere eine Geschwindigkeit c, die
in allen Inertialsystem gleich sei.)

Postulat 2 Es gelte das Relativitatsprinzip.

11



2. Die Lorentztransformation

¢ = (@) —— 0=c(dt)* - (de)? — 0= Nab dz* da’
Vierer-Vektor: Metrischer Tensor:
Zeit
dx” 1 0
o, |dz B -1
dz® < g2 | = Nab = i
dx? 0 -1

Raum

12



2. Die Lorentztransformation

Institut fiir 'l'hc'orc.tische Physik I

2.2 Die Bestimmungsgleichung der Lorentztransformation

Oz’ ()

do'" = dz’
ox?
2 . >
Lorentztransformation
o (dx)? g 2= (dx')?
et = : = 5
(dt)? Postulat 1 (dt')?

c seiin allen
Systemen gleich!

oz'¢ ox'?
dx® Oxb = Tlab

Ned

13



2. Die Lorentztransformation

2.2 Die Bestimmungsgleichung der Lorentztransformation

Lineare Transformation (hier ohne Verschiebung):

- 1
oz’ Ox'" Forderung wegen 2! = La,zb
T :J : T .‘ adl _— wll i
Je dx® Ox? Jab Postulat 2!

NeaL®y, LY = Nap (L1)

Jede Transformation die eben diese Bedingung erfullt heil3t
Lorentztransformation.



2. Die Lorentztransformation

2.3 Ausgesuchte Eigenschaften

Die Lorentztransformationen bilden eine Gruppe (ohne Beweis)

1) die inverse Transformation 1st
~1ya -rd
(L7°)% = n*“L%na

i) inverse Transformationen sind auch Lorentztransformationen.

ii1) die Gruppe der L-Transformationen ist eine Lie-Gruppe.



2. Die Lorentztransformation

(v o)
L) =| 2o (L2a)
\—fyv 1+EV®V}
= 1 2(1&—% :c)
J (L2b)
r = x+ ! 2—1 v(z:);m)_ 1 2'015
1—2—2 1—2—2

Uberpriifen: I.(v) in Bedingungsgleichung (I.1) einsetzen.



2. Die Lorentztransformation

2.4 Die ,reine” Lorentz-Geschwindigkeits-Transformation

Vereinfachen auf 2 Dimensionen #und x fuhrt zu

X =y (X—Wt) t :y(’[—éx) (L3)
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3. Der Minkowski-Raum

RIOR
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3.1 Invariantes Wegelement

Das Wegelement ds des Minkowski-Raums ist definiert als

ds? = ng, D@ dX° =2 dt? —dx? —dy? —dz?

und ist invariant unter L-Transformationen.

18



3. Der Minkowski-Raum

3.2 Das Minkowski-Diagramm

t /
4 %
c=1 é‘fs;. \‘.}:‘.—’.‘Y\
tana =V /\
| Tachyonen*
X =y (X—Wi)
U =y(t-vx

19



3. Der Minkowski-Raum

3.2 Das Minkowski-Diagramm

Ly
Erlaubter Bereich

4 Zukunft 3>
c=1 4{5 . . \\\T\‘\»
4 s
tana =V _ Verbotener Verbotener N
Bereich Bereich .
X =y (X=W)
t=y{t-vx Erlaubter Bereich

Vergangenheit
|



3. Der Minkowski-Raum

F
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3.2 Das Minkowski-Diagramm

%
C:?{‘
g“}.

©

raumartig

21



3. Der Minkowski-Raum

3.3 Die Lorentztransformation im Minkowski-Diagramm

f

tr

V>C
= 33X mittg <tp

Verlezung
der Kausalitat!

22



3. Der Minkowski-Raum

3.5 Zusammenfassung: Die Prinzipien der SRT

Relativititsprinzip Alle Naturgesetze sind kovariant.

Postulat 1 Die Lichtgeschwindigkeit set in
allen Inertialsystemen gleich.

Postulat 2 Es gelte das Relativitatsprinzip.

Kausalititsprinzip Ursache vor Wirkung.
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Mathematisches Fundament

Modelle & Theorien

Zusammenfassung

Teil 1. Die Spezielle Relativitatstheorie

. Die Lorentztransformation

UchcaLdb = Tab

Wechsel von Inertialsystemen

gefordert gemil3 Postulat 1 und 2.

A 4

. Der Minkowski-Raum

. Tensoren im Minkowski-Raum*

4D Raum-Zeit // c ist Grenzgeschwindigkeit

raumart I}.',

Beschreibungswerkzeuge im 4D Raum

\ 4

[ATS
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© NOoGJ

Korrektur der bisherigen/klassischen physikalischen Theorie zwingend notwendig
Konsequenzen der Lorentztransformation

Relativistische Mechanik
Relativistische Formulierung der Elektrodynamik

. Relativistische Quantenmechanik™>

24




4. Tensoren im Minkowski-Raum
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4.1 Der Dualraum®*

Deftinition (,,Linearform ).

Sei ein Vektor v aus dem (z.B. reellen) Vektorraum [, so nennt man eine
Zuordnung

Vi ¢ (V)
die der Bedingung ¢ (aV1+ BVy) = ap (V1) + By (V) ,

gentigt eine Linearform.

Satz uber den Dualraum.

Definiert man fuir die 7 Addition und Multiplikation, so bildet die Menge aller
Linearformen einen eigenen Vektorraum. Dieser Raum heil3t Dualraum.

25



4. Tensoren im Minkowski-Raum

4.2 Vektorbasiswechsel & Transformation

Wir konstruieren einen 3D Raum mit einer Basis... ... und einer zweiten Basis
el =(1,0,0) 61 =€°xe*=(1, 0, 0)
e2 = (0, 1, 0) & =exet =(0, 1, -1)
e3=(0,1, 1) es=e'xe?=(0, 0, 1)

und schreiben einen Vektor auf,

V=V:|_el+V262+V383 V=V181+V262+V3€3

Gleichsetzen uber v erlaubt die Bestimmung der Komponenten.




4. Tensoren im Minkowski-Raum

4.2 Vektorbasiswechsel & Transformation

A =d'e; = a;e’

27



4. Tensoren im Minkowski-Raum

4.2 Vektorbasiswechsel & Transformation

Wichtigster Punkt —— Fundamentaler Unterschied im Transformationsverhalten

. o i
V=V el gl — ol kontravariant
),
i X i o
V=Vi€ =V —€ =Vj¢€
ox']

Transformationen sind
einander entgegengerichtet.

. 4
2 (ox)
Vi =Vi —7 <|Vi=Vj kovariant

28



4. Tensoren im Minkowski-Raum

4.3 Transformationsverhalten

A = d'e; = a;e’

Raum Dualraum*

kontravariant kovariant

, Oz
— % oxi

e;

Jeder physikalische Vektor kann beziiglich dieser Basen entweder
kontravariant oder kovariant dargestellt werden.

29



4. Tensoren im Minkowski-Raum

4.4 Definition des Begriffs Tensor

r“;ﬂ'ﬂ

bl

[n_tliulfur Thearetische Physik |

Definition. Sei 7 ein reeller Vektorraum und ["* sein assozierter Dualraum,

so nennt man eine Multilinearform tber

Vi< xVpx V< ox Vg

Vll V21 ey Vp, Vlli V2|1 SRR Vq' I—)T(Vl, V21 e Vp, Vllv V2'1 reny Vq )

einen p-stufig kontravarianten und g-stufig kovarianter Tensort.

Ein Tensor Oter Stufe ist ein Skalar.
Ein Tensor 1ter Stufe ist ein Vektor.
Ein Tensor 2ter Stufe ist eine Matrix, und kann bereits gemischt-variant sein!

Ein 7stufig kontravarianter und 3stufig kovarianter Beispieltensor 1st

afyd HVE
T m,



4. Tensoren im Minkowski-Raum i oot

4.4 Definition des Begriffs Tensor

Seine Wirkung auf einen Vektor berechnet man gemil3 Summenkonvention...

afyo MHve
TORYO e V!

Man ,,verjungt® einen Tensor, indem man Indizes gleichsetzt...

afyo HVE op _Tafyd HVE
T A pég_T T

dadurch verliert er auch seine Stufe von 7 auf 7-2...

Maﬂéalg = Maa =M

31



4. Tensoren im Minkowski-Raum

4.5 Minkowksi-Tensoren

Einfacher Zusammenhang zwischen den verschiedenen Basissystemen
fur Tensoren im Minkowski-Raum:

I(ct\I ) .{Ct\. (*0)
- BESEE o
X =i, vl e
\z) |3 \-z) \xg)

Das beriihmte Index-Shifting ist die Hauptbeschiftigung der Relativistiker:

nK/ITaByé /\/va :Taﬂyé KUVE

n 0 n Jo



5. Konsequenzen der Lorentztransformation

5.1 Eigenzeit

Eine ruhende Uhr messe die Zeitspanne dt. Eine Uhr, die sich in einem
mit der Geschwindigkeit v bewegenden IS befindet, mif3t dann die Zeit dt.

=12
dr = y7Ldt ={1—§) dt

y »1 fir v<ece
Yy = ooflr voc

Die bewegte Uhr mif3t fiir gro3e v kleinere Zeiten dt. Sie geht also langsamer als die
ruhende Uhr. Dieser Effekt heil3t Zeitdilatation (lat. dilare debnen).

33
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5. Konsequenzen der Lorentztransformation

5.2 Der Hyperboloid der Gleichzeitigkeiten

Eine direkte Folge des invarianten
Wegelements

sind die hyperbolischen Linien der
Gleichzeitigkeit, die eine 1
MaBstabstbertragung ins

bewegte IS darstellen.

Die Zeitdilatation ist hier ablesbar.

34



5. Konsequenzen der Lorentztransformation

5.3 Langenkontraktion

Eine ruhender Stab habe die Linge /. Weltfliche /
0 des Stabes /

In einem mit v bewegten IS mi3t man
dann die Linge /gemal3 der
Lorentztransformation

=571l

. t(E)
was bedeutet das ein bewegter

Stab ein kleinere Linge besitzt.

Folgerichtig sind die Langen von
Gegenstianden in thren
jeweiligen Ruhsystemen
maximal.

35



5. Konsequenzen der Lorentztransformation

[nsmul fur "lheorctische Ph\ sik 1

5.1 Eigenzeit

Eine ruhende Uhr messe die Zeitspanne dt. Eine Uhr, die sich in einem
mit der Geschwindigkeit v bewegenden IS befindet, mi3t dann die Zeit dt.

-1/2
dr = yldt = (1—f) dit

y »1 fir vec
vy = ooflr voc

Die bewegte Uhr mif3t fiir groB3e v kleinere Zeiten dt. Sie geht also langsamer als die
ruhende Uhr. Dieser Effekt heil3t Zeitdilatation (lat. dilare debnen).

36



5.4 Zwillingsparadoxon

Zwilling 1 ruht.

Zwilling 2 startet bei A in
ein bewegtes 1S.

Er wechselt bei B in einer
entgegengesetzt bewegtes
IS und kehrt

bei C wieder zurtick.

Zwilling A ist nun jlnger.

Aufhebung des Paradoxons:

der Wechsel der IS passiert
durch Beschleunigungen.

5. Konsequenzen der Lorentztransformation

9

LDOING

iir Theoretische Phy

37
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Zusammenfassung .m‘g R
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Teil 1. Die Spezielle Relativitatstheorie

2. Die Lorentztransformation neal® LY =
@ al’ b ab

3. Der Minkowski-Raum

4. Tensoren im Minkowski-Raum> 4D Raum!

\ 4

Korrektur und Umschreibung der bisherigen physikalischen Theorie zwingend notwendig

5. Konsequenzen der Lorentztransformation

Zeitdilatation — bewegte Uhren gehen langsamer
Liangerkontraktion — bewegte Stibe sind kiirzer

Zwillingsparadoxon — bewegte Zwillinge sind jiinger

6. Relativistische Mechanik

7. Relativistische Formulierung der Elektrodynamik
8. Relativistische Quantenmechanik*>




6. Relativistische Mechanik

SNl ¢ ;u TSR]
IETS'S ETRROR

Institut fiir Theoretische Physik I

6.1 Geschwindigkeit, Impuls und Energie

Wie hat eine Geschwindigkeit auszusehen, damit sie sinnvoll Lorentz-transformiert
werden kann?

Zunichst noch einmal die ,,schnelle” Herleitung der Zeitdilatation...

39



6. Relativistische Mechanik

6.1 Geschwindigkeit, Impuls und Energie

Eine sinnvolle Parametrisierung mit der Eigenzeit T,

tihrt zur Definition der 4-Geschwindigkeit,

B drt
- dr

L

u! =7 (c.1)

und damit auch zu einem 4-(Energie)-Impuls,

E )
pr=mu' = (_,’ p | = (yme,ymt)

C

Institut fiir 'l'hc'orc.tische Physik I

6.1)

(6.2)

40



6. Relativistische Mechanik

Institut fur lheorchsch Physik I

6.1 Geschwindigkeit, Impuls und Energie

Die nullte Komponente dieses 4-Impulses entspricht der Gesamtenergie,

E=cp’ =ymd? (6.3)

die sich im Falle v=0 auf die berithmte Ruheenergie reduziert,

(6.4)

Im Rest der Stoérungsentwicklung ergibt sich (in 1.Ordnung]) die kinetische Energie.

Diese Entwicklung gehort zu den beliebtesten Prifungsfragen im Diplom.

41



6. Relativistische Mechanik R
6.2 Relativistische Kraftgleichung
Letztlich konnen wir so das Newtonsche Kraftgesetz neu formulieren,
dp”
F=p—Ki=" (6.5)
(KH) = |{ % v F\u
AN

Es existiert auch ein voller Lagrangeformalismus den wir gleich in der ,,neuen*
Elektrodynamik kurz vorstellen.

42



6. Relativistische Mechanik

6.3 Umschreibung der Mechanik

Was haben wir gerade gemacht ? ...

1) Die physikalischen GroBen erhalten eine (neue) nullte Komponente.

2) Die nullte Komponente des Impulses entspricht nun einer Energie.

3) Aus dieser Energie lesen wir ab das es eine Ruheenergie gibt die
dquivalent zur Masse des betrachteten Massepunktes ist.

... und warum war das Gberhaupt wichtig ?
Definition: Wir nennen ein Gesetz lorentzkovariant, wenn es bei

Lorentztransformationen seine Gestalt beibehilt. Tensorgleichungen sind
immer kovariant weil Tensoren Multilinearformen sind.

Die (mechanische) Gesetze sind nun lorentzkovariant!



7. Relativistische F. der Elektrodynamik

7.1 Die Maxwell-Gleichungen

Die Elektrodynamik braucht nicht korrigiert zu werden, da sie bereits von
vornherein relativistisch war. Sie mul3 aber noch lorentzkovariant geschrieben werden.

Ab jetzt und fiir (fast) immer: richtige theoretische Physik, c=1 und
kompletter Ubergang ins CGS ;-)

Maxwell-Gleichungen im Vakuum Potentiale Skalares
Potential
Raumladungsdichte /
V.E — drp E = -0A-V¢
Divergenzen= o p Keine magnetischen B = VxA
Ladungsquellen V -B = 0 <« Monopole
8 Vektorpotential
VxE = —-—B Wellengleichungen
Rotationen= 0t
Feldquellen < (9 (:)2
V XK B = A4r ] - _E = _— =
i+l oo (Z-a)E - o
D~ Alembert 9
/ Operator OB — (9_ “A\B = 0
Verschiebungsstromdichte c’Jtﬁ

44



7. Relativistische F. der Elektrodynamik

Institut fiir 'l'hc'orc.tische Physik I

7.2 Der Feldtensor

Wir definieren den Maxwellschen Feldtensor,

0 -E, —-E, —E, o E kL
F{j_,b — EI‘ U _Bz By Fa.b . — _E'T" U _Bz By
' Ey Bz 0 _Ba: _Ey Bz 0 _Bu:
Ez —By Br 0 _Ez _By BJ U
und dieses Ding wurde wie folgt konstruiert,
E & E; =Fo,
1
B <« B = —F;, (zyklisch) oder B; = _EEa?jaFBe

und letztlich erzeugen wir einen dualen Feldtensor,

Fab L obed
Fﬂ- :: EEG_ D Ft.:d

45



7. Relativistische F. der Elektrodynamik

7.2 Der Feldtensor

Die Maxwell-Gleichungen nehmen dann eine neue Form an,

aaFa.b — 471_3':‘) Oa_F”’b =0

und mit dem 4-Potential
(9P
A=(n)

schreibt man die Potentialgleichungen als

Fm'} — 8@44.‘) - abfln,

Institut fiir Theoretische Physik I

(7.1)

(7.2)

46
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7. Relativistische F. der Elektrodynamik

7.3 Das Wirkungsprinzip in der speziellen Relativitat

Die Maxwell-Gleichungen lassen sich selbstverstandlich auch aus einem Wirkungsprinzip
Herleiten (dies wird in Elektrodynamik oft nicht erwahnt),

S:/K:dd‘:r

Wobei die 4-Lagrangedichte des Feldtensors zum Einsatz kommt,

1

£ 167

RL:‘)FGD

1 _ .
L= 4_?7(1'-{'?7{)(i(0[1-44fr - 8[’;44[5)(8(:44[5 - adflr;) + flr.ajﬁ
T+

und z.B.sogar Materie mit in die Felder mit eingekoppelt werden kann.

47



Exkurs: Relativistische Hydrodynamik

Hydrodynamische Gleichungen

/

0
—p+div(pv) = 0

Kontinuitatsgleichung//Liouville

ot
afv—l— radp = k
relativistisch verallgemeinerte
Eulergleichung
p 0
p
Ta —
’ p
0 P/ o
ar}Tab — U \ -
P Energie-Impuls-

Tensor

Lorentzkovariant formuliert

48



7. Relativistische F. der Elektrodynamik

Institut fiir Theoretische Physik I

7.4 Der Energie-Impuls-Tensor

Mittlerweile bewihren sich Tensoren als nutzliche Objekte. Ein weiterer unentbehtlicher
Tensor ist der Energie-Impuls-Tensor (je nach Problem unterschiedlich),

1 1
Ta; - = CdFrLr'-Ff =la R‘r F(:d 7.4
b= (?7 Fap + JavFea ) (7.4)

T = (E* + B?) Energiedichte

Ty = (E x B), Poynting-Vektor

Maxwellscher
Spannungstensor

ab

; 1 ! 2 g
Tab - —E&E* . B&B* _(5“ Bz EZ
drr ( ’ b3 (B ))

49



7. Relativistische F. der Elektrodynamik

. 00
7.4 Der Energie-Impuls-Tensor
Wie beweist man, dass diese Terme
stimmen?
Man rechnet sie komponentenweise .
nach! Dies wiirde unseren Rahmen w0
Sprengen, steht aber detailiert im Skript.
péb

AT
S {D @,' S

Institut fiir 'l'hc'orc.tischc Physik I

1 1
- FOFFCO _Fr Fr‘e’i)
47 ( ) i 4
1 (& 1
— (Z FeoFeo + =(B% - Ea))
47 i 2
1 : 1 .
— (E*+=(B? Ez)
47 ( u 2( )
1 .
_ (EZ +BZ)
8
] ;3 L3
cd
— (n*'F..F u) = — SN F Fo=-—— . B,F,
i (TI do+ 4W§ cL'co %Fd:lé -dBatco
! (E x B)
4ﬂ_ a

1 c 1 cd
; (TF'dF&.er;, + Zﬁﬂ"_,f,FccEF 'd)

3
L 2 2
—FoaFyy— Y FacFy— 50:4(B* B ))

3
—E;Ey+ Y (6,304 — 03e0,5) BaBe — E(»‘.M,;(B2 - Ez))
d,e=1

1. . ;
. (—Ea_EE) = Z f.,ichdtd“mBﬁ = E()ﬁ.e’;(Bz = Ez))
c,d,e=1

1. oo o
—50:(B” - EZ))
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Weg zur Feldtheorie e
Institut fiir Theoretische Physik I
* Es ist moglich physikalische Gesetze mit Tensoren, also kovariant zu schreiben
* Die Lorentzinvarianz garantiert automatisch das nun die SRT streng gilt.
* Alle Gesetze werden prinzipiell einfacher.
Mechanik Quantenmechanik
Elektrodynamik
Newton, Lagrange
i Schrodinger-Gl.
Hamilton Maxwell.GL chrodinge

Klein-Gordon-Gl.

Vierer-Vektoren

Energieentwicklung Feldtensor Dirac-Gleichung
Energie-Impuls-Tensor

Quantenelektrodynamik QED




