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81 Einfahrung

1.0. Zu diesem Script

Dieses Script wurde als Mitschrift der Vorlesung "Laserphysik" von
Prof. PhD. Schiller erstellt, dann aber standig erweitert. In der nun
vorliegenden Version 2.3 liegt der Schwerpunkt immer noch auf der
Lasertheorie. Wem die Ratengleichungen bereits gelaufig sind, oder
wer sich nicht fur die theoretischen Details interessiert, der mége 82-
84 uUberspringen. Dagegen spiegeln 85 und 86 die obligatorischen
Themen der Laserphysik wieder. 87 und 88 sollen spektrale Eigen-
schaften erklaren, und 89 hat die Pulserzeugung zum Inhalt.

Neben den Uberschriften finden sich meist Angaben, von welchen
Buchern, bzw. (dusseldorfer) Professoren die jeweiligen Themen am
besten erklart wurden.

1.1. Laserprinzip

1.1.1. Einfache Beschreibung von Baugruppen und
Funktion

Ein Laser ist eine Lichtquelle, die koharentes und zuweilen monochro-
matisches Licht emittiert. Er besteht aus einem optischen Resonator,
einer sogenannten Pumpe und dem aktiven Medium. Die Pumpe regt
dabei im aktiven Medium Teilchen in hb6here Zustande an, welche
Uber spontane Abregung oder stimulierte Emission wieder in ein nied-
rigeres Niveau gelangen, dabei werden Photonen abgeben. Die stimuli-
erte Emission funktioniert nur dann, wenn ein Strahlungsfeld das
Teilchen zu der Abgabe eines Photons "zwingt".

Ein spontan abgegebenes Lichtquant,was zufallig in die richtige Rich-
tung emittiert wurde initiiert dann das Anschwingen einer Feldmode im
Resonator, die durch die stimulierte Emission im aktiven Medium
weiter verstarkt wird. Feldmoden sind stabile "Schwingungszustande"
eines Strahlungsfeldes, vergleichbar zu den stehenden Schallwellen
in Orgelpfeiffen. Die Verstarkung kommt nur dann zustand wenn mehr
Teilchen im angeregten Zustand zu finden sind. Ansonsten wirde es
lediglich zu einer Absorption kommen. Durch eine teiltransmittiven
Spiegel wird schlie3lich das Licht ausgestrahlt.



1.1.2. Das Zwei-Niveau-System

Da sowohl Absorption als auch Verstarkung auf atomaren Prozessen
beruhen, ist es sinnvoll diese Zusammenhénge innerhalb eines 2
Niveau-Systems zu betrachten.

Seien N, und N; die Teilchenzahlen im Niveau 1 und 2. Ferner sei
E>> Ej; Fur die Resonanzfrequenz dieses Systems gilt,

hvyp = Ep — Ej.

Befindet sich ein Teilchen im Zustand 2, so kann es spontan ein Pho-
ton der Frequenz vq» emittieren. Alternativ kann es durch das Strahl-
ungsfeld dazu gezwungen werden, ein Photon abzugeben.

Teilchen im Zustand 1 kénnen einfallende Strahlung nur absorbieren.

Wie bereits oben beschrieben, ist es flr einen Laser notwendig, mogli-
chst viele Teilchen in den oberen Zustand zu bringen, damit eine
Verstarkung des Strahlungsfeldes zustande kommt. Dies nennt man
Inversion.

1.1.3. Die Ratengleichungen

Durch die Ratengleichungen, die Bewegungsgleichungen der Beset-
zungsniveaus darstellen, kann die Dynamik der einzelnen Niveaus
erfal3t werden,

di Ny = Az Np +u(v)(Bag N —Byo Nyp), (1)

di N2 = —A1 N + U () (=B21 No + By Nyp). (2)

Die Faktoren A,B heil3en Einstein-Koeffizienten; A ist die Wahrscheinli-
chkeit, bzw. die Rate fur die spontane Emission; B*u(v) ist die entspre-
chende Rate fir stimulierte Prozesse, sie ist fir Emission und Absorp-
tion gleich, dennoch kann man die Emission grol3er werden lassen,
Um nun den Effekt der stimulierten Emission zu erhéhen,

(atNZ)StimuIierte Emission = — Bor Nau(v), (3)
mufd dafir gesorgt werden, dal3 mehr Elektronen im oberen Niveau
sind. Die Erzeugung einer solchen Besetzungsinversion wird Pumpen
genannt, wobei die Prozesse die eine solche Anhebung bewirken,
unterschiedlich sein kénnen. Wie man an (3) sehen kann muf3 eben-
falls die Strahlungsdichte u(v) grof3 sein.



Dies soll zun&chst einen Einblick geben, wie man Raten formuliert.
Explizite Darstellungen werden in den nachfolgenden Kapiteln gege-
ben.

1.2. Maxwell Gleichungen

Licht wird durch einen Satz von relativistischen Differentialgleichun-
gen erfal3t, den sogenannten Maxwell Gleichungen,

VE(r,t) = ip(r, 1), (4)
£0
VB(r, t)=0, (5)
VXE(,t)=-0;B(r, 1), (6)
VXB(L = —— |, b = 4 EM b, ™)
&C C

Neben den Hauptgleichungen lassen sich Potentiale A und ¢
definieren, sodafl} die Felder mit

B =V XA, (8)

E=-0iA-Vy, (9)
aus diesen generiert werden kénnen.
Setzt man die Coulomb-Eichung voraus, VA=0, so fuhren die Maxwell

Gleichungen, durch (7) und (8) auf die Poisson-Gleichung,

Ap=—-—. (10)

1.3. Quantisierungsidee

Kommt man in den mikroskopischen Bereich, so kénnen E und B
Felder nicht mehr klassisch beschrieben werden. Man muf3 hun Opera-
toren finden, deren Erwartungswerte,

Eo= <yolElyYo>

die gemessenen Werte korrekt wiedergeben. Ferner unterliegen sie
einer Abweichung,

o? = <ol (E-Ep)?| o>,

hervorgerufen durch eine Heisenberg-Unscharfe in den Komponenten
der E und B Feldoperatoren.



Sinn der Sache:

Warum wird lberhaupt eine Quantisierung eingefiihrt ?

Spontane Emission von Atomen und Molektlilen kann nur so beschrie-
ben werden, das Verhalten des Feldes ist quantal, wenn nur wenig
Photonen vorhanden sind.

1.4. Identifikation als harmonischer Oszillator

Liegt ein abgeschlossenes Raumgebiet mit Randbedingungen vor, so
fordern die Maxwellgleichungen mehrere Moden, d.h. Schwingungs-
zustande. Gemeint ist hierbei, das es zu der Wellengleichung flir das
E-Feld,

1
VZE—gé)tZE:O, (11)

einfach mehrere Losungsfunktionen gibt. Jeder dieser Moden wird
ein quantenmechanischer Oszillator zugeordnet, wobei das Zeitverh-
alten der Amplitude quantisiert wird. Eine L6ésung ware z.b.

E () = Xcos(wnpt) + Y sin(wp 1), (12)

wobei die wp, genau die Winkelfrequenzen sind, die durch die Randbe-
dingungen zur Losung von (8) fuhren. Die Amplituden (Wahrscheinlich-
keiten), X,Y, sind die quantisierten Grol3en. Sie werden mit Ort und
Impuls des herkébmmlichen harmonischen Oszillators identifiziert. D.h.
es gilt eine Kommutatorrelation der Form:

p,ql=-in « [X Y]=-if (13)

Dies bedeuted X und Y sind kanonisch konjugiert, und nach Heisen-
berg besteht zwischen einem Operatorpaar was (10) erflllt eine
Unscharfe,

AXAY = g (14)
1
0.5
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Abb.1.1 Unschérfe in E-Feld-Amplituden

Figur 1 zeigt die Unscharfe im Feld. Quantenmechanisch rechnen
lassen sich die Unscharfen angeben zu,



AY =[ <y | (Y= Y02 |y >]"2. (15)
Man erhalt folglich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, den Wert X zu
messen,

PIot[Exp[—xZ], {x, =2, 2}, AxesLabel - {"X", "P(X)"}]

P(X)

X

1 2
Abb.1.2. Verteilung der méglichen E-Feldamplituden

D.h. wahrend klassisch das E-Feld Null sein kann, liegt wegen der
Unschéarfe quantenmechanisch stets ein Rauschen vor.

<E>0aber <E2> £0 (16)

Betrachtet man ein solches E-Feld im Phasenraum, so erhélt man ein
Wahrscheinlichkeit P auf der z-Achse

Abb.1.3. Phasenraumdarstellung, eig. rotierendes Gaul3paket

1.5. Schrédinger Gleichung

Da der Laser auf interatomaren Ubergangen beruht, muR einer voll-
standigen Betrachtung die Quantenmechanik zugrunde gelegt werden.

Allgemein gehorchen Wellenfunktion in ihrer Zeitentwicklung einer
Differentialgleichung der Schrédinger Form,

Yr—x—Cc=0, (17)



daher wird in der Quantenmechanik die Schrodinger Gl. wie folgt
postuliert:

2
- Y
i%0 ={—+V ,
LY > {2m+ }|a,b> (18)
iAot 1 > = Hp 14 >.
Wobei der Hamilton-Operator Hy (Hamiltonian) wie folgt aussieht:
2 _hZ
Ho= 2— +v = 1 v2_y, (19)
2m 2m

Dieser Hamiltonian gilt fir "freie" Elektronen. Er enthalt jedoch noch
keinerlei Terme, die die Felder charakterisieren.



§2 Quantisierung des
Strahlungsfeldes

Wie in 81 beschrieben, stellen die Ratengleichungen die zentralen
Bewegungsgleichungen eines Lasersystems dar. Raten sind nichts
anderes als reziproke Lebensdauern von quantenmechanischen
Zustande. Es mul3 daher eine, wie in 1.3 vorgeschlagende Quan-
tisierung der Felder durchgefuhrt werden, um den Hamiltonian in der
Schradingergleichung geeignet zu modifizieren.

2.1. Bewegungsgleichung der Potentiale (s 4

Ausgehend von den Maxwell Gleichungen in 81, leiten wir nun eine
Beschreibung des Vektorpotentialoperators A her. Startpunkt bildet (4),

VxB(r,t)= j(r,t)—%é)tE(r,t),

&0 c2

einsetzen von (5) und (6) liefert dann,

1 ,
VX(VXA)=C—25t(—5tA—V¢)+ J

é—)oC2
1 1 1
—VZA+V(VA) =—— 82 A-— — 9, Vep+ j
c2 c2 £ C2
1 ) 1 .1

Freiheit der Eichtransformation l&3t es zu, A und ¢ so zu wéhlen, das
gilt:

Vip=-p/eg (21)
|

0A =
é—)oC2

(22)

Gleichung (22) bildet Ausgangspunkt fir die nachsten Betrachtungen.

2.2. Bewegungsgleichungen im Reziproken
Raum [s1 4
Durch Fouriertransformation ist ein Wechsel in den reziproken Raum

maoglich. Grund ist, das partielle Differentialgleichungen wie (22) dort
zu gewdhnlichen Dgl’s in der Zeit werden.



Ak, 1) = fcl3r A(r, tye K (23)

(2m)3/2

_ 1 3 +ik
A(r,t)_wfd k Ak, t)et™ (24)

Betrachte folgende Transformation von (22):

[CLZ a‘_vz]{ (273)3/2 f‘lgk Ak, t)e_ikr} - Jg(or—ctz)

j(r,t) transformiert sich mittels Analogie zu (23) ebenfalls in den
k.Raum,

[C—lz on-v2|{ (273)3/2 fcl3k Ak, e} =

1 1 31 i —ik

hierbei ergibt der Operator V2 ein +k2 beim Ableiten, weil nur die
Exponentialfunktion eine Ortsabhangigkeit aufweist, schlie3lich erhalt
man,

jk, 9
&0 c2 '

1
§6t2A+k2A= (25)

Die Differentialgleichung hat hier ihre Ortsabhangigkeit verloren!
Gleichung (25) entspricht der Bewegungsgleichung eines erzwun-
genen Oszillators, wobei der Term@die auf den Oszillator wirkende

€0 C
Kraft beschreibt.

2.3. Quantisierung [s1][4]

Eigentliches Ziel ist die Quantisierung von A, und damit indirekt auch
die von E. Durch den Ausflug in den reziproken Raum wurde ersich-
tlich, dal3 sich A auch wie folgt darstellen laf3t (erweiterte Fourierd-
arstellung, unsymmetrisch):

A(r, t) = f A3k Ay a (k, ty el (26)

Und der Vektor « ladt sich weiterhin darstellen als Linearkombination
aus den Polarisationsvektoren & und &, die beide senkrecht auf k
stehen.

adk, )= > & a1 (27)



Durch diesen Schritt wurde die vektorielle Beschreibung in die ¢ ver-
legt. Liegt ein freies elm-Feld vor, so l&3t sich auch noch die Zeitab-
hangigkeit separieren,

ag (K, 1) = ag (K) e_th’ (28)
- adk, t)= Z & a, (k)e™Wt (29)
ee
Mit (25) folgt dann,
Adr, t) = f 43K AWZ & o, (k)e Welkr (30)
g,
zusatzlich gilt bei Fouriertransformation, folgende

Summentransformation:

fcﬁka(k, g) «— Z(Z—Lﬂ)f(ki,si)- (32)

Mit dieser Hilfe 1413t sich schliel3lich (30) schreiben als,

Adr, t) = Z Ai{a; & elkr 4 i & e‘”“} (32)

Da beim transversalen Vektorpotential E, =- d; A, gilt, lal3t sich unter
Benutzung von (29) zur Berechnung der Zeitableitung der Ausdruck
fur E herleiten:

i

Mit den Normierungskoeffizienten,

A = R E - awi
2800)i L3 280 Li

Die entglltige Quantisierung geschieht durch den Ubergang zu den
Leiteroperatoren,

= q ; @ - ai+. (34)

Anschaulich gesehen kdnnen diese Operatoren Photonen in der iten
Moden erzeugen oder vernichten. Der E-Feld Operator ergibt sich
also zu,

E= Zsi (a;— ai+). (35)

Da unser Ausgangspunkt der harmonische Oszillator war, &3t sich
damit die Energie, bzw. H, der Feldmoden angeben:



Hreld = Z hew (ai+ a + %) (36)

Sinn der Sache:
Packt man die Operatoren mit in die Schrédinger Gleichung hat man
eine komplette, quantale Beschreibung des Systems.

2.4. Hamiltonian [sij

Der Hamiltonian fur unser Problem setzt sich demnach aus 3 Teilen
zusammen, dem Atomhamiltonian, dem Feldoperator, und einem
Operator, der die Wechselwirkung erfal3t.

H= Ho + H|:e|d + HWW (37)

Heuristisch liegt es nahe die Form von H,,, bereits als,

Hw=-d& ; d=q<yifiy>, (38)

anzunehmen. Korrekt ist allerdings die Herleitung aus dem bekannten
elm-Feld-Hamiltonian aus der Quantenmechanik.

p2 (+ 1) q °?
H=—+V+ ) fiw|lg"aj+ = |- —pA+ — A“.
2m Z N G P B (39)

Dies ist zentrales Resultat der Quantisierung des Strahlungsfeldes.
Dieser Hamiltonian wird nun der folgenden Argumentation zu Grunde
gelegt.

2.5. Wirkung der Erzeuger und Vernichter;
Schreibkonventionen sz

Die Erzeuger und Vernichter wirken nur innerhalb der Mode wo sie
definiert sind, also in der iten. Das Feld bildet also einen Hilbertraum,
der neben dem atomaren Hilbertraum existiert. Man kann nun in die
Klammer die Anzahl der Photonen, oder die Welle speziell, d.h. mit
kje zu kennzeichnen.

Sei {in>} eine Basis fur eine Mode so kann man einen Zustand kennze-
ichnen durch

la, {n} > = [a>]{nj}>
[{ni} >=|Nninong...>= [Ny >|nNa>|ng>..

- |¢Y>= ZZZ *++Cangny,.. 1 A{NGE> .

a np no

(40)



Die jeweiligen Hamiltonoperatoren (Feld,Atom u. WW) wirken natUr-
lich nur in ihrem jeweiligen Hilbertraum. FUr das Atom sind die herkdm-
mlichen Eigenwerte zu erwarten, Hapom | %o >= Eo|¥0>, wobei die
Erzeuger und Vernichter wie folgt arbeiten:

a|ninong..>=vnying(np-1)nz...>
at|nnpng ..>=vVn+ling(np+Hng...> (41)
a10>=0 a*10>=10...010...0>

Der gt erzeugt in der iten Mode ein Photon. Alternativ kann man auch
schreiben,

ai+|0>: 1kie > . (42)

Lediglich andere Art den Vektor anzugeben.



§3 Spontane Emission

3.1. Fermi’s Goldene Regel [sj[71[s1]4]

Der Hamiltonian (39) enthalt bereits zuviel Informationen, daher wer-
den als nachstes die quadratischen Terme (A?) vernachlassigt. Bere-
its weggelassen wurden samtliche Spineinfliisse und RuckstolReffekte.

Nehmen wir an, ein angeregtes Atom oder Molekiil gibt ein Photon ab,
mit der Energie E = c#k =hy = E, - E5. Die Gesamtstrahlung ist rich-
tungsunabhangig, d.h. isotrop.

Ziel ist die Berechnung einer Lebensdauer, bzw. der Ubergangsrate
zwischen den Niveaus. Basis bildet Fermi’s Goldene Regel, die aus
den Wechselwirkungsmatrixelementen eine Rate angibt,

2 |
rif:% <fiHyi> | p(E=E—E). (43)

Nach der Notationsregeln gilt fir Vi = < final 1 Hyyy 1 initial >, somit in
unserem Fall, Atom im angeregten Zustand 1b> als initial, und kein
Photon im System, 10> geht lber in den Finalstate <ai mit einem Pho-
ton in der Mode j, <Kkjegj 1

Vis = <a,kj3|HWW|b,0>. (44)

Die Vernichter und Erzeuger funktionieren dann so wie in 2.5. beschrie-
ben. Somit kann man schliel3lich eine Gesamtibergangsrate

berechnen:
r= > Ty

Uber alle
Polarisationenfir j

2
- F:%(%)ZAJZ ‘ <al <kj8j|{aj8j+aj+8j}|0> 1b> ‘2 e

==

2
I

2 7a?
f:r:'?Z ZAJ-Z <aipgjib>[<kjg1a 10>+ <kjegi1a10>]

offensichtlich gilt nach 2.5. fir die Matrixelemente:

<kj3j|aj|0>:0

oot _ R P
<ngJ|aJ |0>_<kjsj|kjgj>_l



i—rz p, damit 1aRt sich

Nach einer Ubungsaufgabe in QM1 gilt [r,H]=
vorderes Matrixelement auch schreiben a

<a|p|b>:%<a|[r, Hl1b>
|

m
:€[<a|rH|b>—<a|Hr|b>]
|

(45)
m
= ?(Eb—Ea)<a|r|b>
[
=—-imwj <airib>
Multipliziert man das q wieder ein, kiirzt m heraus, so ergibt sich:
27 1 Q2 2 R 2
r:7(ﬁ)zj:(Ajwj) <aiqfib> | p (46)

Was nun noch fehlt ist p.

3.2. Zustandsdichte [sij

Analog zur Herleitung von Plancks Gesetz, kann man die Anzahl der
Moden abschatzen. Betrachtet man einen Quader der Kantenlange L,
so kann man sich fragen, welche Moden dort schwingen dirfen. Betra-
chtet man weiter sinusformige Schwingungen, (z.b. in y, muf3 natlrlich
fur alle Richtungen gelten !)

Ey~sin(kyy)

Nun koénnen die elektrodynamischen Randbedingungen eingefordert
werden, da am Rand Ey(0) = 0 und Ey(L)=0 sein muf3. Im Sinus ist
das aquivalent zu

Ny=0,1,2, ..
Mit k:% gilt schlieflich fur die Modenstickzahl :

Lwmax

Nx,y,z = (47)

(05,4

D.h. die Gesamzahl der Moden (x,y,z) ist durch das Volumen der
Achtelkugel mit Radius N gegeben:

(48)



Somit haben wir die Anzahldichte flir eine Polarisationsrichtung, flr
isotrope Abstrahlung gilt dann nach Demtroder,

P Voo,
pw)= — = w
4 r-Steradiant  (2xc)3
dw \Y
E)= — = _E2
pE)=plw) = IS (49)

Eine andere nutzliche Frage ware, wie man mit dieser Betrachtung
auch auf den Planckschen Vorfaktor kommt. Dazu setzt man in (48)
w=27nv ein, und differenziert nach v,

N:f(ZLV)s

6 c

AN 7 (2L\3 ,

L

v 2\ ¢c
4 2

M) = -2 (50)
C3

(* Berucksichtigt man jetzt noch, dal3 zwei Polarisationen moglich
sind, teilt durchs Volumen, so erhalt man mit 2 M(v) den Planck’schen
Vorfaktor *)

3.3. Herleitung einer Formel fiir die Spontane
Emission [sijq

Das Matrixelement aus (46) muf3 nun noch vereinfacht werden,
| <aigrib>g 2=d?|ge; |2

Mit einer Umformung (Cohen-Tannoudji.:Atom Photon Interactions)
kann gezeigt werden, dal} gilt:

D, IXelP= ‘X‘Z_(kX)k&

g1k

In unserem Fall ist X = &, und kX = ke, = k e,cosf, und damit gilt

kX) (kX*
Z | X |? = ‘X‘Z —%:140329:%29 (51)

ek

Um nun der totalen Ubergangsrate zu berechnen muR noch uber den
Raumwinkel integriert werden, dabei nutzt man das Integral

. 4
fﬂsing’edez fﬂ(l—cosze) singdg = —
0 0 3



2 # L3
r:frdng T MY g2 E2 sin20dQ
7 2s0L®  (27hC)
73 w3 4

—— " _2x
eoh(2nhc)d 3

Als Endergebnis erhalten wir die Formel fur die Ubergangsrate fiir die
spontane Emission, den Einsteinschen A-Koeffizienten,

11
371 gyhc3

w3d? = A, (52)

Diese Ubergangsrate das Resultat der quantenmechanischen Herlei-
tung, und wird in den nachsten Betrachtungen vorausgesetzt.

d=<aigrib> ist das Dipolmatrixelement.

3.4. Zusammenfassung

(1) Zunéchst wurde der Wechselwirkungshamiltonian in Fermi’s Gold-
ene Regel eingesetzt.

(2) Die fehlende Energiedichte wurde mit Hilfe von Planckschen Uber-
legungen zur Modenanzahl berechnet, das Matrixelement mittels
Rechentricks umgeformt.

(3) Im Ergebnis fallt auf, das die Ubergangsrate kubisch von « und
quadratisch vom Dipolmatrixelement abhangt.

3.5. Eigenschaften der Spontanen Emission  [sij

Konkret deuten laRt sich diese Rate in einen einfachen
Ratengleichung,

dN=-TN, (53)

eine Dgl, die fur die Besetzung eines Niveaus ib> ein exponentielles
Abklingverhalten voraussagt,

Nb () = Np (0)e™'". (54)
Siehe dazu auch Dem. Abb11.42 und Schillerscriptbilder.

Da die Energie, bzw. Intensitat proportional zum Quadrat der Ampli-

tude ist, muf3 die Amplitude der Schwingung also mit e_% Mabnehmen.
Nach 1.5. gilt, dal3 eine so gedampfte nicht erzwungene Schwingung
ein lorentzférmiges Intensitatsprofil besitzt. Wie man daran sieht ist
die Dampfung ,8:% F:Z—lT



Die volle Breite am halben Maximum, FWHM, ist bei der spontanen
Emission antiproportional, und es gilt (ebenfalls ersichtlich aus einer
detailierten Betrachtung der Lorentztheorie),

1 1
ov=—— & Sw=—(=10). (55)
T

Dies entspricht in der klassischen Lorentz-Theorie dem freien,
gedampften Fall im Punkt 1.5.1.



3.6. Giite des Ubergangs [s1

Um Ubergange besser beschreiben zu kénnen, filhrt man den Begriff
der Gite ein, eine Form die Resonanzschéarfe des Profils zu erfassen,
(der Faktor 27 ist Konvention),

wol2n  wol2nm

Q=—pe "~ T

Mit (52) , d ~ e &, aund czzlzifolgt dann,

(56)

w 342
o - 3ehC3 A 50( A )2
1 _wd g2 c2e2a2 \ag?
31 gghcd

2
Wobei apfir den bekannten Bohrschen Radius, ag= 222 ~0,5 A

steht. Wir kénnen nun als Beispiel auch die Lebensdauer eines
Zustands berechnen, 1=0,1um = Q = 2 108, woraus man eine Lebens-

dauer von 7 = 1= 2 =70ns.
0



84 Semiklassisches Modell:
Stimulierte Prozesse

Im Gegensatz zur spontanen Emission, die immer auftaucht, wenn
sich Teilchen in angeregten Zustanden befinden, sind die stimulierten
Prozesse abhéngig von einem Strahlungsfeld. In diesem Abschnitt
stehen vor allem folgende Fragen im Vordergrund,

"Was bestimmt die Stdrke der Absorption ?" und,

"Welcher Anteil von Atomen ist nach der Einstrahlung von Licht im
angeregten Zustand ?"

4.1. Theorie des semiklassischen Modells 4

Als erstes benétigen wir den Hamiltonian von Atom, Feld und Wechsel-
wirkung (39),

H:p—2+V+Zhw(ai+ai+£)—ipA+q—2A2. (57)
2m i 2 m 2m

Man kann nun davon ausgehen, das die Wellenfunktionen in den
Zustanden b> und 1a> klein gegen die Wellenlange A der Strahlung
sind. Somit wird der Vektorpotentialoperator durch seinen Ursprung-
swert gendhert,

A(r) = A(0).

Um eine einfachere Beschreibung zu erlangen, wird nun der heuris-
tisch nahegelegte H,,, aus (38) bewiesen. Die Form H,,, = —dE liegt
nahe, weil dies auch klassisch der Dipolenergie entspricht. Diese
Form wird durch eine unitare Transformation erreicht. Unitare Transfor-
mationen erhalten das Eigenwertspektrum eines Operators. Wir
definieren den Trafo-Operator,

T:= exp[—% qrA (0)],

der die Koordinaten p,r dann so transformiert,

rr=TrT+
p =TpT =p+qA(0),

sowie den Hamiltonoperator umwandelt,

, p2 :
H =THT" = St V() +Hpeg —Qr Z IEi{a & - 8" &j}.



Dies entspricht nun endlich der Form (37), und der hintere Summen-
term kann tUber (33) als E-Feld-Operator an der Stelle r=0 identifiziert
werden (dadurch fallen namlich die €K"Terme weg !). Erklaren 1aRt
sich die Wirkung von T wie folgt. Der Impulsoperator ist pz?V,

d.h.raumliche Ableitung, und der T-Operator kann auch geschrieben
werden als,

T= exp[Z " a5 - 4531y,

und zwar durch einsetzen von A (32) in die Definition von T. D.h. der
Hamiltonian aus (38) ist bewiesen, und lautet

2 1
H:Zp—m+V(r)+Zi:hw(ai+ai+E)—dE. (58)

Die Hauptnaherung der Semiklassischen Theorie behandelt nun den
Dipoloperator d quantenmechanisch und das elektrische Feld klas-
sisch. Dann fallt der Operator Hgglg, also die Summe in der Mitte weg,
weil dieser Teil nur in dem photonischen Hilbertraum wirkt. Dies funk-
tioniert dann gut, wenn man ein System mit vielen Photon betrachtet,
da nach dem Korrespondenzprinzip makroskopische Effekte die
mikroskopischen uberwiegen. Fur den WW-Operator gilt dann in der
Naherung,

Hyw= —dE, (59)
E= {i g&e w4 c.c.}. (60)
2

Sinn der Sache:

Eine komplette quantenmechanische Betrachtung ist zu kompliziert,
und die nachfolgenden Probleme lassen sich auch in diesem, einfach-
eren (?) Modell beschreiben.

4.2. Schrédinger Gleichung fiir das Atom,; Rabi-
Frequenz 3

4.2.1. Aufstellung der Bewegungsgleichung fiir die
Entwicklungskoeffizienten

Seien 1b> und 1a> zwei orthonormale Eigenzustande des Atoms, d.h.:

<alb>=0 <aia>=1

Hoib>=E,i1b>

(61)
Hpra> =Ez1a>



Allgemein laR3t sich ein Zustand y>immer nach den Eigenzustdnden
entwickeln, d.h. bei einem Basisset { | ¢;>},

|¢>:Zci|90i>’

und in unserem Fall bedeutet dies,

> =a1a>+aib>. (62)

Die Schrddingergleichung, d.h. die Bewegungsgleichung fur /> lautet
gemal (15) dann,

ih8t|¢> = (63)
Hiy > =a; ()[E;g + Hywl 12> +ax (D[Ep + Hywl 1 D> .

Nun wird von links entweder ein <ai oder ein <bi anmultipliziert, und
es ergeben sich die "Bewegungsgleichungen” fur die Vorfaktoren:

= ihay (t) =
Ecai(h)+a;(t)<aiHywira> + <airHyy 1 b>as(t)
= iy () =Epay () + a3 () <biHyy 12> + <biHyy 1 b>ay(t)

Nutzt man nun (59) so kann man E aus den Matrixelementen herausz-
iehen, oBdA kann weiterhin E; =0 und E, =7%wg angenommen wer-
den,

.. 1 &
|a1:0—<a|d|a>a1(t)Es%e"“’t—<a|d|
1 &
b> «—g&— e a,(t
e 2D
1 E 1 &
—<aidia>a;(t) = —e“'—<aidib> = sg—=e“a,(t
1di 1()28h 1di > %2 2 (1)

<aldia> =0

Eine analoge Betrachtung fir a, liefert dann das Gleichungssystem,

| 1 .
i0iag = — E[Xlz e 4 yorF e ay (1),
(64)

| 1 y L
I 0ray = _E[)Qle Wty x12"e“ag (1) + wpas.

Es beschreibt auf Frequenzbasis die Zeitentwicklung der Vorfaktoren
unserer Entwicklung, deren Quadrat die Besetzungswahrscheinlich-
keit P; des iten Eigenzustands ist. Die Faktoren ygap sind ein Malf3 fur
Atom-Licht-Wechselwirkung, und heil3en Rabifrequenzen. Sie sind
definiert als,

&
Xab =0 (rap &) e (65)



4.2.2. Vereinfachungen,; Rotating Wave Approximation [3]

Auch kénnen einige Vereinfachungen angebracht werden. Ist z.b. kein
Licht an, so gilt ;=0 und die Losungen ergeben sich einfach zu

ai () =ay (0),

a, (t) = a, (0)e ot

Diese Losungen motivieren, einen ahnlichen Ansatz auch bei Lichtan-
wesenheit zu probieren:

ap(h=ap(t) ap(t)=axtye (66)
damit folgt fir (64):

—2iwt

. 1 _
I0rag = _E[Xlze + x217 1@z (1),

1 .
o= 2wt =
0y = _E[XZl + x12" €' " lag (1) + (wo —w)ay.
Da nun die et2ivtsg schnell oszillieren, mitteln sie sich in realistischen

Zeiten heraus. Man nennt diese Uberlegung auch rotating-wave-
approximation, RWA, sie fuihrt auf noch einfachere Gleichungen:

. 1
la; = 5 X az
. (67)
iéz :Aaz— — X4
2
Gleichzeitig eingefiihrt wurden neue Definitionen eingefthrt,
A= wg— w,
(68)

&
XEX21:XabZQ(r218)%-

Bei (67) handelt es sich um ein System von gekoppelten, gewohnli-
chen Differentialgleichungen, dessen Losungen,

Q A Q 4
ap (t) = [cos(—t)+i —sin(—t)]e 2t
2 Q 2
(69)
a (t):iisin(gt)e“%t
2 Q> \2 '
lauten. Besetzungswahrscheinlichkeiten berechnen sich aus (69)
dann mit Py(t) = | ax(t)|?, allerdings mulR man hier vorsichtig sein,
gemeint ist speziell bei Niveau 2, ax(t), und nicht ap.

Der Parameter () ist die effektive Rabifrequenz, mit

Q=+[y2+2, (70)



und bertcksichtigt noch die Verstimmung, da y nur die Rabifrequenz
am Resonanzpunkt ist. Fur die Wahrscheinlichkeiten gelten folgende
Losungsfunktionen:

Prt=2[1+(2) ]+ 5 (£ cosar
P, (t) = % (%)2[1 ~ cosqt] = 0.5[1 - (%)2][1 _ cosOt] =
P2 (1)
15
1
05
ot

5 10 15 20 25
Abb.4.1. Darstellung der Rabioszillationen flir verschiedene A

4.3. Streuquerschnitt; Storeinfllisse 3

Liegt ein Ensemble von Teilchen vor, so kdnnen diese untereinander
stol3en und damit die Wellenfunktion stéren. Die Teilchen haben hier
eine mittlere thermische Geschwindigkeit, v,

B \/8kT
V= | —,
7Z'mA

und eine  mittlere thermische  Relativgeschwindigkeit, im
Schwerpunktsystem,

- [EE )

Die Stol3rate, also der Kehrwert der mittleren Zeit zwischen zwei
StolRen, hdngt nun ab von der Teilchendichte (Teilchen pro Volumen),
je mehr, desto mehr StolRe, der Relativgeschwindigkeit, und einer
Stol3flache, die man Streuquerschnitt nennt. Sie erfal3t praktisch die
Wahrscheinlichkeit fur einen Stol3.

1
~~Nov (73)

T

Konkret fur verschiedene Teilchensorten, wobei Teilchen der Sorte X
mit Teilchen der verschiedenen Sorten Y stof3t,



1
- ~Z N(Y)o (X, Y) Vi (X, Y).
TN

Als nachstes stellt sich die Frage wie man sich den Streuquerschnitt
besser vorstellen, bzw. ndhern kann. Dazu nimmt man die Stol3part-
ner als "harte" Kugeln an, und nimmt den Streuquerschnitt als Kreis-
flache mit einem Radius an, der sich aus dem Radius von Teilchen X
und dem von Teilchen Y zusammensetzt. Mit Teilchendurchmessern
formuliert,

o= % (dx +dy)2. (74)

Aus Formeln (73),(74) lal3t sich jederzeit also die Rate 1/t berechnen,
die aus einer detailierten Betrachtung spéter lautet,

1

TStoRe

=dwswre =Y =2NoVv (IF!) (75)

Schiller: Alternativ 1/7=Nov — dv=-L

nT

Anschaulich vorstellen kann man sich die Kollisionen als
Phasenspringe in der Elektron-Kern-Oszillation. Es entspricht Punkt
1.5.3. der klassischen Lorentztheorie. Daher auch der Faktor 2
Unterschied.

4.4. Dichtematrix [31[7][s]

4.4.1. Grundlegende Theorie

Ein Reiner Zustand beinhaltet ein Maximum an Information tber das
System. D.h. zu einem kompletten Set kommutierender Operatoren
Q1, Qo, ... findet man ein komplettes Set von Eigenwerten qp, 0o, ...
Das System ist dann beschrieben durch den Vektor,

19192 ... >.
In einem solchen reinen Fall definiert man nun die Dichtematrix so,

daf3 genau das rauskommt, was man haben will, ndmlich als,

p=1y> <y, (76)

Der Vektor > kann jederzeit als Linearkombination der Eigenkets
dargestellt werden, > = XZcjii>, was zu einer Matrixdarstellung fihrt,

pij= <liprj>=<itg> <¢g1j> = ¢, (77)

Fur den Dichteoperator lassen sich weiterhin einige interessante
Eigenschafte finden, so gilt fir Spur,



Sp(p) =L <iipli>=3i1ciP=<yiy>=1, (78)

und fur den Erwartungwert eines beliebigen Operators A,

<A>= <y r1Ay>=
L<yrAli> <iiyg>=X<iiy> <yg1Aii> = Sp(pA)

<A> = Sp(pA). (79)

Vorteil des Formalismus ist es, das man nicht mehr die Gesamtwellen-
funktion /> benottigt, sondern nur noch die Entwicklungskoeffizienten.
Somit ist die Dichtematrix neben Heisenberg, und Schrodinger Bild
ein neuer Gesichtspunkt der QM. Bildet man die Zeitableitung, und
nutzt die Schrédingergleichung, so erhalt man direkt die von Neuman-
Gleichung,

—ihdip = [p, HI. (80)

Bei Vielteilchensystemen mit unabhéngig praparierten Zustdnden,
mussen zuséatzlich statistische Wahrscheinlichkeiten fur die Zustande
einbezogen werden. Man kommt dann zu einer Verallgemeinerung
des Formalismus,

p:ZWnl¢n> <¢n|- (81)
n

Nun gehorcht p nicht mehr einer Schrédingergleichung, sondern der
sog. Mastergleichung. Aus der Mastergleichung sind die spéteren
Ratengleichungen auch explizit herleitbar. Die Matrixschreibweise von
(81) ware dann,

Pij = <i|p|j>=ZWnCiCj*. (82)
n

4.4.2. Dichtematrix der Entwicklungskoeffizienten

Aus den Schrdodingerbetrachtungen, d.h. unseren Bewegungsgleichun-
gen (67) lait sich sofort ins Dichtematrixbild wechseln, in dem man
die in (77) aufgestellte Formel fir die Elemente von p nutzt. Die vorlieg-
ende Matrix wird eine 2x2-Matrix, weil wir nur ein atomares 2-Niveaus-
System als Modell zu Grunde legen, wie bisher auch. Es gelten fol-
gende Beziehungen,

pr2=2a1a" ;par=2a;"a (83)
pru=aia* = 141 1%; pp =88 = 13,12
P =ara" +a, @y, etc. (84)

und man findet durch Einsetzen von (67) folgende neue Entwicklung
der Dichtematrixelemente,



, . - X
P12 =1Ap12 +1 5 (P22 — P11),

p11 = —% (XP12 = X" p21); (85)
p21=p12"
P22 = P11-
Einsetzen von (83) in die von Neumann Gleichung (80) wirde zum
selben Ergebnis fuhren.

Einschub: Zusammenfassung (bisher)

(1) Durch Aufstellung eines semiklassischen Hamiltonians liel3 sich
eine Zeitentwicklung der Vorfaktoren der typischen Eigenzustandsko-
mbination errechnen.

(2) In den Vorfaktoren befinden sich Matrixelemente, die (durch teilen
durch #) die Starke der Atom-Licht-Wechselwirkung in Frequenzein-
heiten darstellen, die sog. Rabifrequenz. Trifft die Einstrahlung nicht
genau die Resonanz, so betrachtet man eine effektive Rabifrequenz.
Da die Entwicklungskoeffizienten die Wahrscheinlichkeiten ergeben,
sind die Rabi-O. real melRbare Wahrscheinlichkeitsfluktuationen der
Besetzungen.

(3) Es existieren Storeinflisse, die naheliegen, die bisherige Theorie
zu modifizieren, und mehrere Prozesse mit einzubeziehen. Man geht
von der Schrddingerschen Zustandsbetrachtung tber in das Dichtem-
atrixbild, in dem keine Zustande, sondern vielmehr die Wahrscheinlich-
keiten eine Rolle spielen.

4.4.3. Anschauliche Bedeutung der
Dichtematrixeingdnge [s1]

Bevor an den Gleichungen (85) Modifikationen vorgenommen werden,
sollte man einige Gedanken auf die anschauliche Bedeutung der
Dichtematrixelemente verwenden. Am einfachsten erklaren sich die
Hauptdiagonaleingédnge. Nach (77) sind sie einfach die Besetzung-
swahrscheinlichkeiten. Ist also die Gesamtbesetzungsdichte (Anzahl
der Teilchen pro Volumen) bekannt, N, so kann man leicht die Dichten
der einzelnen Niveaus bestimmen:

N1 =Np11,

N2 =Npoo.
Um die Nebendiagonaleingénge zu erklaren, bendtigt man eine kleine
Nebenrechnung,

(86)

<d>=q<yiriy>=qla;a, <airib> +ay*a; <biria>]

Wegen (66) folgt dann,



<d>=qla*@me ™ <airib> +c.c.l. (87)
Da erst nach Mittelung tber alle Atome die Aufstellung einer Dichtem-
atrix einen Sinn macht (vorher kdénnte man ja auch Schrédinger-
zustadnde nehmen),

—iwt

p21 + € p1o]. (88)
Ist kein Licht vorhanden, so wird »=0, und (85.1) prognostiziert einen
exponentiellen Abfall von pq,, und damit auch p,,. Dies dampft Uber
(88) dann auch das Dipolmoment aller Atome zu Null. Ist das Licht an,
und die Inversion (pos—p11) zeitlich konstant, so nimmt pq, einen
zeitlichen Grenzwert an, den es sich aber erst nach den Modifika-
tionen lohnt zu berechnen.

<<d >> =dg[e

4.5. Problemanpassung der Dichtematrix  [3

4.5.1. Elastische Stol3einfliisse;Phasenstérungen

In Abschnitt 4.3. wurde gezeigt, das Storeinfliisse gibt, die in der Kern-
Elektron-Schwingung Phasenstérungen verursachen. Einen Stofl3
kann man wieder mit einer Rate erfassen, 3=1/r. Die Bewegungsglei-
chung kann nun einfach modifiziert werden, in dem man folgende
Linearitat ausnutzt,

(p)gesamt = (P)store + (p)SchrO'dinger- (89)

Die elastischen Stol3e haben nur Einfluld auf den Dipol, und damit nur
auf die Nebendiagonalelemente:

(P12)gesamt = (P12)elast.Store T+ (P12)schrodinger-
Schreibt man also (p12)gastsie= 1/7 bei (85) mit dazu, so ergibt sich,

) 1 . X
P12 = —(? - |A)p12 +1 ) (P22 — p11)- (90)

Nun kann man auch den stationdren Grenzwert angeben, der sich
wegen p1,=0 ergibt zu,

X" p-pun (09— 011)
IT ' (91)
X pP2—pP11 —ly
P21 = = (P22 — P11)-

stationar — p  , _ 1 2 (B +iA)

IT



4.5.2. Spontane Emission;Inelastische Stél3e

Inelastische StoRRe und spontane Emission fihren zu einer Abnahme
der Teilchendichte im oberen Niveau, zu einer Zunahme im jeweiligen
oberen Niveau (geht man weiterhin von einem einfachen 2-Niveau
System aus). D.h. nun missen die Gleichungen in (85) verandert
werden, die fur die Besetzungsdichten sorgen, p»s, p11.

Auch hier nutzt man wieder die Linearitat (89) aus, und kommt auf
einen neuen Satz Differentialgleichungen:

[
P22 = —Apzp —T2p22 + 5 (12 - X" p21)s (92)
[
p11=—Ap —T2p11 + 5 (P12 - X" p21)- (93)
Spontane Emission 1 T Inel.StoRe T Schrodinger

Das nachste Problem besteht nun darin die gegenseitigen Auswirkun-
gen der neuen Terme in den dynamischen Gleichungen fir pio zu
berichtigen. Dazu betrachtet man zunachst die separierten Probleme.

(P22)nelast.swre = — T2 P22 = paz = paa(0)e 2! (94)

Aufgrund der Eigenschaften der Dichtematrix gilt fir Eingange,

P11P22 = P12P21 = | P12 1° (95)
Wenn also aufgrund von Verlusten nach (94) qilt,

p11 (1) p22 (1) = p11(0)e 1t pyy (0) 7128
= p11(0) pyp (0) e~ 12

so folgt nach (95),

_ (F1+F2) ¢
e 2 . (96)

p12(0)

lp2 (| =

Und nach genau denselben Uberlegungen fiir die spontane Emission,

A,
P20 = | p12(0) | 72 (97)

Gleichungen (96) und (97) legen nun nahe, die neue Bewegungsglei-
chung (90) fur p12 nochmals zu modifizieren.

1 1 ) )
/')12=—(;+E(A+F1+F2)—|A)Plz+|%(.022—.011)- (98)



4.6. Bloch-Vektor-Bild

4.6.1. Definition [s1]

Schrodinger und Dichtematrix sind zwei &quivalente Betrachtungs-
weisen, wobei sich bei der Dichtematrix als klarer Vorteil die Nichtnot-
wendigkeit einer Zustandsfunktion erwiesen hat. Der Bloch-Vektor
wurde historisch eingefuhrt, um 2-Level Spin-Systeme zu beschreiben
(genau wie die Dichtematrix auch), und seine Elemente sind noch
wesentlich ndher an der Anschauung. So bildet das Bloch-Bild ein
drittes wiederum vollig &quivalentes Beschreibungssystem der atom-
aren Dynamik.

Man definiert die Komponenten des Bloch-Vektors wie folgt,

U= p21 +p12
V=1(p21 - p12) (99)
W= p20 —p11

*4.6.2. Eigenschaften des Blochvektors

Komponente w ist zundchst am einfachsten als Inversion zu deuten,
d.h. die Differenz der Wahrscheinlichkeit im oberen oder im unteren
Zustand zu sein. u,v nehmen Bezug auf die Phase des Systems, und
sind direkt verkntpft mit dem Dipolmoment des Atoms (der Atome).
Ohne Beweis: u ist die dispersive Komponente des Dipolmoments,
(-)v beschreibt die Starke der Absorption durch das Dipolmoment.

Befindet sich die Dichtematrix in einem reinen Zustand, so gilt flr den
Blochvektor u? + V2 + w2 = 1, d.h. der Vektor bechreibt eine Spahre, die
Bloch-Sphére.

Schreibt man den Vektor explizit,

u
p=|V (100)
W

so sind sdmtliche Bewegungsgleichungen in einer zusammenfal3bar,

p=EXe, (101)

wobei ¢ ein konstanter Vektor ist, der von den Randbedingungen
abhangt, und um den ¢ prazediert. Nun ist auch die RWA-Naherung
erklarbar, denn sie stellt praktisch eine Transformation in das Rotation-
ssymmetrische System von & dar.



4.6.3. Dynamische Gleichungen fir ein mittleres Atom [3]

In unserer Betrachtung mussen wir um realistische Beschreibung zu
erhalten, die Spontane Emission, elastische Kollisionen, Zerfalle in
andere Zustande (inel.)) und Ensemblebetrachtungen einbeziehen.
Wir erhalten folgendes Gleichungssystem,

) 1
p11=-T1p11+Apy + S XV

1
P22 =—(A+T2)p22 — S XV (102)

V=-06V+AU+ yW
U=-guUu — Av
1 1 1 1

=—+—(A+I1+Iy))= — + —
P T 2( 1 2) T 21

71‘1:A+F1+F2

Betrachtet man den Spezialfall T'1, I'y» = 0, so erhalt man die Ublichen
Bloch Gleichungen (99). Eine weitere wichtige Zwischengleichung
('nicht im Schillerscript enthalten!) erhalt man, wenn man unser Bloch-
Gleichungssystem (102) in komplexer Form wie folgt ableitet,

U—iv=—(B+IiA)(U—iv)—iyw, (Bla)

v‘v:—i(l+w)+ %[X(u+iv)—)(*(u—iv)] . (Blb)

T

4.7. Aufstellung der Dichteraten  [3

Ausgehend von den in 84 hergeleiteten Formeln, sollen nun die sog.
Ratengleichungen formuliert werden. Zuné&chst wird jedoch eine im
Laser gultige Naherung angebracht,

1
—>>A T, Iy, (103)

T

Dann ist p;5, ~ 0, wenn sich p11, p22 nur langsam. Wir kénnen jetzt pq,
und po1 adiabatisch eliminieren (schnell reagierender Freiheitsgrad),
und nutzen den in 4.5.1. gefundenen stationaren Grenzwert fir pqo
(91),
_ X pp-pu W
stationar 2 A+ L 2(B—iA)
IT

P12 (P22 — P11)s

(104)

stationar

X P2—pun _ _ —
2 A-L T 2(B+iA)

iT

P21 (P22 — P11)-



Offensichtlich ist dann der hintere Term in den Gleichungen (92), (93)
leicht zu finden, setzt man nun (!),8~%

il xI12 B

XY (P22 — P11)s (105)

XP12 = X" P21 =

was dann direkt weiter eingesetzt werden kann,

1ilxl?B
511 = +A00y — Ty p11 + = —2 2 (00y — p11),
P11 2-litnt 5 55 (P22 = p11)
- (106)

Je nach Vorzeichen beschreiben die hinteren Terme die stimulierte
Absorption, bzw. Emission. Beide sind proportional zu Lichtintensitat,
die durch | y |2 gegeben ist, und zum Besetzungsunterschied. Hier ist
ebenfalls das Lorentzprofil enthalten. Um nun weitere Vereinfachun-
gen zu machen, bendtigen wir den expliziten Ausdruck fur y, weiter
oben in Formel (68),

&E
x=0218) — (107)

2
Da der Faktor % % vor der Besetzungsinversion steht, muf3 er die
Dimension Rate haben. Es macht daher Sinn genau diesen Faktor als

Absorptionsrate zu definieren,

iatre) 2 > B

A2+ B2

1
IﬂAbsorption = E (108)

4.8. Einige Definitionen aus der Strahlungslehre

Unter dem Strahlungsflul versteht man die abgestrahlte Leistung,
also die Energie pro Zeiteinheit, die vom Strahler emittiert wird.

dw
¢= T (109)

Betrachtet man einen Strahler der Flache A;, dessen Flachennormale
mit der Verbindungslinie einen Winkel ¢ einschliel3t, so sieht der
Empfanger eine Flache A;* = A; cos?.

Man definiert den Raumwinkel als die Mal3zahl der vom Strahlenkegel
aus dem Einheitskreis ausgeschnittenen Kugelflache. Fur den Raum-
winkel Q gilt dann bei einer Kugelflache A mit dem Radius r:



A
Q= —sr. (110)
r2

Da die aus einem Flachenelement dA in einen Raumwinkel d() emitti-
erte Leistung proportional zum Produkt dA*d() ist, &3t sich folgende
Gleichung aufstellen:

o= W _Erdada.
dt

Die so definierte Proportionalitatskonstante heil3t Emissionsvermdgen
an der Oberflache.

Aus (3) und (4) kann eine nachste Grol3e des Strahlers angegeben
werden, die Strahistarke |. Sie beschreibt die Dichte des Flusses pro
Raumwinkel,wo bei i.a. W=W(¢):

_dg  d2w

T do dtdQ’
Zusatzlich kann diese Strahlstarke auf die reale Abstrahlflache
A" bezogenwerden, und man erhalt die Strahlungsdichte

(111)

Lo 4 d2¢ _ d>W

~ dA;*  dQd(A;cosd)  dQd(A; cosd)dt

(112)
dw
— allgemein TS = L dA dQ
=> 1 () = chos(?clA (113)
Gilt zusatzlich | ~cos¢ , so folgt:
I I lo

— L= = — o | =1gcosd. (114)

Al* - Al cosd® B Al

Gleichung (8) heif3t auch Lambertsches Gesetz. Anschaulich
erscheint die Flache egal von welcher Betrachtungsrichtung immer
gleich hell. D.h. je kleiner die beoachtete Flache, umso kleiner auch
die Strahlstarke. Wird die Strahlstarke von einem Punkt in alle Richtun-
gen aufgetragen, so bildet die Einhillende, die sog. Indikatrix, einen
Kreis.

Als letzte Grol3e findet sich die spezifische Ausstrahlung M, bei der
man den Strahlungsfluf? in den Halbraum betrachtet, und auf die Strahl-
erflache A; bezieht.

de d2w

M = .
dA;  dtdA;

(115)



Unter der Intensitat einer elm. Welle versteht man die Leistung, die
pro Flache deponiert wird, sie entspricht der Bestrahlungsstarke auf
die Empfangerflache in der Strahlungslehre,

I d’E _ d¢

dAdt dA

Zu einer Welle der Amplitude & gehort nach allgemeiner Theorie die
Intensitat,

(116)

1 , 1 ¢&°

= —cCgp&° = — —. 117
> Ce0 2 Ry (117)
und Ry ist die Vakuumimpedanz fir Licht,
1
Ry=—=377Q. (118)

Cep

Letzlich definiert man den Photonenflul als Anzahl der Photonen pro
Flache und Zeiteinheit, als eine mit % normierte Intensitat,

2
_L1dE_ 1 (119)
E dAdt 7w

4.9. Aufstellung der Ratengleichungen 3

4.9.1. Absorptionsquerschnitt

Mit den in 5.1. und 5.2. zusammengefal3ten Ergebnisse ist es nun
maoglich die Ratengleichungen zu formulieren. Zunachst sollten wir
beachten, das man zwar in Gleichung (107) das Matrixelement jeweils
mit Tabellen nachschauen oder analytisch berechnen kénnte, dies
aber nicht immer notig ist. So ist fir die meisten Anwendungen nur
eine Mittelung von | y |2 liber alle Orientierungen von Interesse.

2 — 2
< [0ari2 8 |° >alleRichtungen = <| & |© >

1 1 120
:§q2r21r12I8I2:§d2|8|2 (120)

(120) ist gleichzeitig definierende Gleichung fur d, und D?,

d=ary; p=&d,

d2=1d 2=0?(| X2 2 + | y12 12 + 1 212 ?). (121)

Dann kann man die Absorptionsrate wie folgt ausdriicken,

d21& 12 B
(wo—w)2 + 2"

11
I Absorption = 337 (122)



F:—:——CSOSZ,
fiw fiw 2

I"absorption = o'F. (123)

wobei o der Absorptionsquerschnitt ist. Den Wirkungsquerschnitt
findet man schlie3lich tber o=I'/F,

11 _dsPp
3 2 (wg-w)?2+p2
g =
L 182
hw 2
1 d?w B

o(A)=—

3 gohC (wg—w)? + B2 (124)

Klassisch gesehen hat das Atom eine Flache o, mit der es Photonen
aus einem Strahl absorbiert. Im Resonanzfall ist o am grof3ten. Interes-
sant ist das o also nicht eine rein atomare Eigenschaft ist, sondern
auch eine Funktion der eingestrahlten Frequenz.

o(0)= —2 (125)

o ist groR fur erlaubte Ubergange, fallt mit zunehmender transversaler
Relaxationsrate 8 ab. Typische Werte hangen von 3 ab. Nahert man
z.b. im Gleichungspaket (102) den Wert von g fur Gberwiegene spon-
tane Emission, so erhélt man,

A (4)03 d? c? Aoz

ﬁ:_ —:>O-reS:27T—:

= ~4.10710cm?2
2 6 &g hc3 (4)02 2n

In der Praxis domiert aber der Zerfall, 1/, und dieser ergibt folgende
typische Werte,

O Rubin = 10_19 sz
ond:vac = 1070 cm
~ 10716 cm?

O Farbstoffe =

2

4.9.2. Absorptionskoeffizient

Dem Lichtstrahl gehen durch die Absorption Photonen verloren, und
zwar gemal,

—AF = ocFNAz, (126)
dF
& — =-oNF,
dz

o F(z) =F(0)e"N2 LF(0)e 2,



a = oN. (127)

Dies ist eine dem Lambert-Beerschen Gesetz entsprechende exponen-
tielle Abschwachung mit dem Absorptionskoeffizienten a.

4.9.3. Ubergang zu den Besetzungsdichten

Um nun endlich die Ratengleichungen zu erhalten, nutzen wir das
Korrespondenzprinzip (86), was die Dichten mit den Dichtematrixeintra-
gen verknupft. Die Ratengleichungen lauten dann einfach,

Ny =-T1N; +ANy + oF (Np = Ny), (128)

An dieser Stelle ist die eigentliche Herleitung der Ratengleichungen
bereits beendet. Sie folgen aus "first principles” der Quantenphysik,
und stellen die zentralen Bewegungsgleichungen der Laserphysik dar.

4.9.4. Diskussion

Liegt ein geschlossenes 2-Niveau-System vor, so gilt fir die Raten
I'r=T2= 0, und wir kdnnen fur (128) einfach die L6ésung angeben.
N = N7 + N, , und fur (128) ergibt sich,

3tNo[t_] = ~AN[t] - oF (2« Na[t] - N),
DSolve[d¢Na[t] == ~AN[t] — oF (2 Na[t] — N), No[t], ],

NoF
No[t] > ———— + ot CA-20F) ¢
A+20F

NoF
Np (t) = Np[0] e A20P) . T (1 _ gt-A-20F)) (129)
A+20F

Betrachtet man diese Losung in hinreichend langer Zeit, so erhalt man,

N2 (OO) _ O'F
N  A+20F
Und ist das obere Niveau gleichbesetzt wie das untere, so liegt Satti-

gung vor, dies passiert fur oF >> A und ist ebenfalls aus (130) ersich-
tlich. Da o eine Funktion der Verstimmung ist, gilt mit F:$

S

(130)

% |)(|2,8
TWF =2
2
1< p
Na(eo) 1 A (131)
N 2 '

A2+ B2+ IXlAZﬂ



Nach den allgemeinen Beschreibungen in 1.5. ist ersichtlich, daf3
wiederum ein Lorentzprofil vorliegt, fir dessen FWHM gilt (Verleiche
mit 1.5.1.,1.5.2.),

2
5&:\/ﬁz+')f'ﬁ_ (132)
2 A
was sich auch schreiben lait als,
20(0)F
6w:2,8\/1+%~ﬁ. (133)

Die Anregung nennt man daher leistungsverbreitert oder auch satti-
gungsverbreitert. Wegen der Proportionalitat zwischen F,I, und P
werden diese Begriffe oft auch synonym gebraucht. Was nun folgt ist
eine Darstellung der Losungsfunktion der Ratengleichung. Sie zeigt
das "normierte" zeitliche Verhalten von Ny(t), die konkreten Werte
kann man der Variablendeklaration entnehmen:

0.008 0.07
0.006 8]82
0.004 8-8§
0.002 0.02
0.01
0.5 1 15 2 0.5 1 15 h
03 0.455
0.95 0.45
0.2 0.445
0.15 0.44
0.1 0.435
0.05 5 5t
¢ 0.425 5 1 15

0.5 1 15 2
Abb.4.2. Niveaudynamik fiir verschiedene oF

Diese Bilder sollen eigentlich nur die Auswirkung der Sattigung fir
verschieden starke Anregungsstarken zeigen. Man sieht, dal3 bei
einem Startpunkt N»(0)=0 stets gilt N> << N/2.

(*) Eine weitere Grafik zeigt die Leistungsverbreitung.



4.10. Maxwell-Bloch Gleichungen 3

Die Ratengleichungen stellen praktisch die "Bewegungsgleichungen”
des Lasersystems dar. Sie beschreiben die Verdnderung eines atom-
aren Systems durch ein eingestrahltes Lichtfeld. Was nun noch fehlt
ist die BeeinfluBung eben jener Veranderungen auf das Lichtfeld. So
wirkt ja die stimulierte Emission verstarkend, die Absorption aber
abschwachend. Eine kinstliche Besetzungsinversion wirde also zu
einer Verstarkung fihren. Zur Vereinfachung geht man von einer
Welle aus, die sich in z-Richtung ausbreitet. Eine solche elm. Welle
l&f3t sich stets durch ihre Polarisation g, ihre Amplitude &(z,t,) und ihre
Phase beschreiben:

E(r, )= E(z, ) e @W-kD, (134)

& kann aus den Maxwell-Gleichungen bestimmt werden, wozu allerd-
ings die Polarisation des Mediums benétigt wird. Dal3 atomare System
gibt nun Aufschlul® Gber die Polarisation. Unser Feld mul3 aul3erdem
der (aus den Maxwell-Gleichungen herleitbaren) Wellengleichung
genugen.

oE(r, t)= ot P(r,1). (135)

c2 &0

(azz—c—lz aﬁ) E(z,t) = o P(z,1). (136)

c? &0
In (134) beschreibt &(r,t) die Amplitude. Im Gegensatz zur gesammten
Oszillation des E-Feldes, nehmen wir nun an das sich die Amplitude
nur langsam auf der Langenskala von A, und auf der Zeitskala von
w1 &ndert. Diese Naherung nennt man SVEA (slowly variing enve-
lope approximation). D.h. es gilt,

o0& o0& PE
A‘BE-%3<8; yﬁ?‘<3<k8 ;‘EE?

0z

k‘@S

(137)
Er<<w1E1.

P21 1 << W 1 P121.

Ein ahnlicher Ansatz greift auch fur die Polarisation P, die man
zunéachst erst einmal naher beschreiben muf3. Anschaulich kann man
sich vorstellen, daR P proportional zur Ladung g, gar zum Dipolmo-
ment d ist. Weiterhin ist die Polarisation um so gréf3er, desto hdher
die Teilchendichte ist. Daher liegt folgende Formel nahe,

P=2Nqgripa;*as

Ein fluchtiger Blick auf (87) hilft nun die nachste Gleichung zu glauben
(Uber <d> gleichsetzen!),



P(z,t) = Re(2Ndry, pzy €712 (138)
Nach Substitution von (138) und (134) in (136), erhalten wir ,

1 o 1 o
(822 -= atz) E(z, t) e—lu)t+|k2 = — atz (2 N poy e—lu)t+|k2}
C Ccgp

PN {az (e—lwt+lk2@28+ & Ike—lwt+|k2) _ C_2 at(e—lwtﬂkz 0 - Iwge—lwtﬂkZ)} _
2N o iotrikz it
2 at(le g-lwt+ikz _ iwppy € |wt+|k2)

PN ( ik e~ let+ikz 5y E+ g lat+ikz 0’722 S+ ke~ let+ikz O E K& e—iwt+ik2) _
1 . it ittt it it

= (_ iw e lwt+ikz HE+e lwt+ikz ﬁtz S— wz Se lwt+ikz e lwt+ikz ﬁt 5) _
C

2 Nu*
c2e

—iwt+ikz _ —iwt+ikz —iwt+ikz

(?21 € iwpype —iwpyr e _ 2 021 e—lwt+/kz)

0

An dieser Stelle kann nun die Naherung der langsam veranderlichen
Amplitude eingesetzt werden. Die grauen Terme heben sich weg, die
2 kurzt sich raus,w=ck wird substituiert, und fir die kursiven Terme
greift das Vereinfachungspaket (137):

*

. 1.
— k0,8 + — iwd&E=— w? po1,
c? gg C2
. 1. Ng*
ikcd,& + — ko & = — ~ w2,021,
c gg C2

1 IN*
O+ — 8 |& = ——— c?2k? .
( z Cc t) kSo c? b1

Eine letzte Umformung fuhrt dann auf die sog. reduzierte
Wellengleichung,

1 ik N*
(8Z+Eé)t)8: 2 oo (139)

€0

Offensichtlich kann man mit den Blochschen Definitionen aus 84
(139) umschreiben, und somit erhélt man die sog. Maxwell Bloch-
Gleichungen, 2 gekoppelte Differentialgleichungen im Argument u-iv :

U—iv=—(B+IA)(U—iv)—iyw (Bla)

v‘v:—i(1+w)+%[X(u+iv)—)(*(u—iv)] (81b)

T

( 1 )8: ik Nge* (u;iv) (82)

az+ - at
C &0



Sinn dieser Gleichungen ist die konsistente Beschreibung von Atom-
Licht-Wechselwirkungen. Die Ratengleichungen bilden ein ahnliches
System, und beschreiben die Erzeugung und Vernichtung von Resona-
torphotonen durch das gewéhlte Resonatormedium. Nutzt man das
Bloch-Vektorbild, indem die Dichtematrixeingange mit neuen Vari-
ablen, den Blochvektoreintragen verkntpft werden, und die Maxwell-
Bloch-Gleichungen, so erhélt man ein vollstandige Quantentheorie
des Lasers.

Anmerkung : Auch (139) wird manchmal Maxwell-Bloch-Gleichung
genannt.



85 Lasergleichungen

5.1. Verstarkung und Abschwéchung 3

Die bisher beschriebenen Gleichungen werden zunachst nur stationar
betrachtet. Das hat den Vorteil, das alle zeitlichen Ableitungen O wer-
den, und die jeweiligen Differentialgleichungen einfacher werden. Die
Gleichungen (104) bilden die adiabatischen N&herungen fir p12 und
p21, und werden hier fur die weiterfiuhrende Betrachtung wieder aufge-
griffen. Die Feldamplitude & ist identisch mit &.

_ Y
P21 iationar = m (P22 — P11)s

nach Ersetzung von y =qrio& % und dieser kleinen Nebenrechnung,

-1 (B+A)
B+iA  B—A  —(B2+A2)’

folgt,

1 (B+A) ds&
p1= =7 TAVCEE (P22 = P11)-

Die reduzierte Wellengleichung (139) liefert unter stationaren
Bedingungen,

4 g KN 1 B+ de

dz 0 2 (B2+22) 7 (022 — p11) E(2).

w* ist wie vorher die Projektion des komplexen Dipolmoments,
wi=g*d,u=ed. Mit | 1|2 = u* i ergibt sich,

d . kluP  p-ia
02 8@= 5o Ny ar P2~ P ED. (140)

Aus dieser Gleichung lassen sich nun einige Schlisse ziehen. Sie
hat die typische Form einer gewdhnlichen, linearen Differentialglei-
chung, und somit als Loésung einen exponentiellen Anstieg oder Abfall.
Uber (140) definiert man den Absorptionskoeffizienten «,

a E@2)=a&(2), (141)
dz

K|ul? N B-iA

o - . 142
2heg |\ BiA (P22 = p11) (142)

Losung fur (141) ist,



E(2) = £(0)e?, (143)

Um die Intensitdt zu bestimmen, wird folgende Proportionalitat
betrachtet:

|~ &) =d,1~Ed,E+Ed, &
>d 0~ |EP+a" &P = dy = 2Re()(2)
Mit dem Realteil von «, a,=Re(«), folgt die Losung,

1(z) = 1(0)e22rZ, (144)

ar kann als Funktion des Arguments p,, — p17 direkt aus (142) berech-
net werden, es mul} lediglich der iA Term gestrichen werden.

Kip? B
ZflSo ,82+

Hier wird die Notwendigkeit der Inversion klar, steuert doch das Vorze-
ichen von «, ob eine Verstarkung oder Abschwéchung vorliegt,

ar[p22 — p11] = 2 (P22 — P11) (145)

P22 —p11 < 0 "Normalfall' — Abschwachung(Lambert — Beer)
p22—p11 > 0 'Inversion" — Verstarkung

Es ist also sinnvoll den Absorptionskoeffizienten zu benutzen, um
eine Verstarkung ("gain") zu definieren. Der in (124) definierte
Wirkungsquerschnitt 1aR3t sich mit dem Koeffizienten «a, in Relation
setzen, beachten muR man allerdings das 1% = %dz ist, und das

N(p22—p11) = Np— Ny :

2ar =0 (A)(N2-N1) = g (146)

5.2. Vier-Niveau-System [3[si]

Im 2-Niveau-System ist eine Inversion unmoglich. Es ist also zwin-
gend notwendig, weitere Niveaus in der Betrachtung mit einzubezie-
hen. Das wichtigste Modellsystem fur die Lasertheorie ist das 4-
Niveau-System. Beispielsweise gilt fur das 2te Niveau folgende
Dynamik,

[
di Ny = T3N3 — ANo — 0o (Np — Np) —.
fw

Dlese kann vereinfacht werden, wenn man berlcksichtigt, das in den
meisten Fallen das 3 Niveau sich so schnell entleert, das es als leer
angenommen werden kann. Anschaulich wird dann direkt ins 2 Level
gepumpt. Der Term I'3N3 konnte durch RNgersetzt werden. Man
nennt dies eine adiabatische N&herung. Mathematisch exakt, formt
man die Ratengleichung des 3ten Niveaus um,



RN
dNz=0=RNg—-T3N3 & Ng= —2
I's
eingesetzt in obige Ratengleichung fur Level 2 liefert dann das bereits
vermutete Ergebnis.

Die Lasergleichungen fir diese Variante lauten mit der adiabatischen
Naherung fur Nz,

dt No = —RNO + Fl Nl (147)
|
dt Nl = —Fl Nl + AN2 + O'(N2 — Nl) 7'71_ (148)
w
|
dt N2 = RNO — AN2 — O'(N2 — Nl) — (149)
fiw
1
(— 8t—82)l = (Ny—Nyp) | (150)
C

Dies ist der vollstéandige Satz an Lasergleichungen. Sie enthalten alle not-
wendigen Informationen um den kompletten Laser zu beschreiben. Nur zur
besseren Interpretation, werden die folgenden Abschnitte und Definitionen
bendtigt.

5.3. Laserbetrieb 3

5.3.1. Ringresonator

Am einfachsten |41t sich der Laserbetrieb am Beispiel des Ringlasers
verdeutlichen. Dazu soll folgende Abbildung helfen:
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Abb.5.1. Ringresonator, Umlauf, Reflektivitdten

Im Ringresonator lauft das Licht im Kreis, und zwar in beide Richtun-
gen, solange, wie keine anderen, optischen Hilfsmittel eine Strahlprop-
agation in eine der Richtungen verhindern (siehe § ...). Die Abbildung
7 zeigt das einfachste Modell eines Ringlasers, versehen mit drei
Spiegeln, von denen einer als Auskoppelspiegel dient. Die Pumpe
kann ebenfalls hinter einen der anderen Spiegel gestellt werden, dann
muld aber gewahrleistet werden, das der entsprechende Spiegel fir
das Pumplicht durchl&ssig genug ist.

Im folgenden stellen sich folgende Fragen: 1. Wie grol3 muld die Pum-
prate R wenigstens sein, damit es zum Laserbetrieb kommt ? 2. Wie
grol3 ist die ausgekoppelte Leistung P = Pyt bei stationarem Betrieb ?
Diese Fragen werden in 6.3.5 und 6.3.6 nahert erortert.

Hintergrund dieser Fragen ist lediglich eine Leistungsbilanz, weil ja R
signifikant von der eingestrahlt Pumpleistung P, abhangt.

Es ist also wichtig, Gleichung zu finden, die den stationaren Betrieb
eines Lasers erfassen.

5.3.2. Allgemeine stationdre Lésung

Ratengleichungen, die bei konstanter Zeit betrachtet werden heil3en
stationar. Alle Zeitableitungen sind hier Null. Es ist nun von Interesse,
die Verstarkung im stationaren Fall zu erfassen. Zunachst definieren
wir die Inversion,

N2 — Np
T

AN = (151)

Aus (147) laBt, mit d; Nj = 0,



r
Ng = ?1 N (152)
ablesen, und fir die Gesamtbesetzungsdichte gilt, ( N3 = 0)

r
N:N0+N1+N2(:>NZ:N—Nl—No:N—(1+El)N1, (153)

was in Gleichung (148) eingesetz wird:

r
—FlNl—o-FN1+AN—A(1+El)N1+

(154)
r
+oFN —o-F(l 4 —1)N1
R
r
< AN+oFN = [(r1 +oF) +(A+o-F)(1+ El)] Ny
Setzt man dieses Zwischenergebnis in (153) ein, so findet sich,
r
N(2+ 1)
r
Nz—leN—(2+El)N1=N— R (155)

[T1+0F) +(A+oF)(1+ %)]

Fur die Inversion AN in (151) folgt dann, indem man (155) erst auf
einen Nenner bringt, und dann konkret ausrechnet,

Np-N; R(T1-A)
N T A+T1+AR+0c(R+T)F

(156)

Diese Formel gilt bei beliebig kleiner Pumprate, d.h. falls 'y > A ist.
Fur einen weiteren Fall sient man auch bereits das Ergebnis. Ist T’y
grofl3 gegen die Pumprate, I'1 > A, R was einer schnellen Entleerung
des unteren Niveaus entspricht, so vereinfacht sich (156) zu,

N> — Ng R
N  R+A’
eine starke Inversion erreicht man in diesem Fall, wenn man, R=A
wahlt !

(157)

Die Verstarkung g wurde in (146) definiert. Mit (156) laf3t sie sich
allerdings noch expliziter angeben, durch eine Bruchumformung folgt,

g= Jdo
14 CF@RTY (158)
ARH(R+A) Ty

mit der somit eingefihrten Kleinsignalverstarkung go,

O'R(rl—A)N

9= T A+R+AR (159)

Gleichung (158) kann auch mit dem Sattigungsflul3 Fs,




AR+ (R+A) I (160

oc(2R+Ty) )

formuliert werden, und lautet dann,

Fs(o) =

9o
9=71.F (161)

Fs

5.3.3. Einfache Erkldarung des Séttigungsflul3es

Man nennt ein elektrisches Feld stark, wenn es in der Lage ist, trotz
fortwahrender Entleerung die Besetzung im Level 2 aufrechtzuerh-
alten. D.h. im 2ten Level befinden sich N/2. Der damit verbundene
Flu® ins System heil3t Sattigungsflul’ Fs. In (130) wurde hierzu bereits
ein Kriterium hergeleitet. So liegt eine Sattigung vor, wenn gilt, (der
Faktor 2 spielt eine untergeordnete Rolle),

A
20F >>A < F>> — 151 (162)

a

Wir nehmen nun an, das I'y >> A, R gilt, m.a.W. das untere Laser-
niveau entleert sich so schnell, das es praktisch immer leer ist. Die
nun folgende zentrale Abschatzung ist wichtig, da sie in dieser Form
oft auch flr Mehrniveausysteme funktioniert:

< N;~N3~0 (163)

N:N0+N1+N2+N3zNo+N2 (164)

Betrachtet man Ratengleichung (149), so findet man mit diesen
Naherungen fur den stationaren Grenzfall,

dtN2:0:RNo—AN2—O'F(N2—O)
0=RN-RN, — AN, — oFN,

N, R R 1

N R+A+ocF R+A 14 F (165)
R+A

Die spezielle Form von (165) wurde deshalb so geschrieben, weil der
Sattigungsfluld daraus schnell ersichtlich wird. Man definiert Fs,

R+A
Fo=— 2 (166)

a

dann laf3t sich (165) schreiben als,

N, R R 1

N R+A+0F R+A 14+ F (167)

Fs

Ist das Verhaltnis FL =1, soist N, ~ % N.
S



5.3.4. Bewegungsgleichung der Inversion

Aus den dynamischen Gleichungen (148)(149) laf3t sich auch einiges
ersehen. Zieht man (148) von (149) ab, so erhalt man die Bewegungs-
gleichung der Inversion,

di (N, —Np) = RNg + Ty Ny =2 AN, — 20 F (Np — Ny) (168)

Wendet man die obigen Naherungen (152)(153) an, so kann N;
gegenuber N, vernachlassigt werden, aber der Term I'1 N; = RNg muf3
beibehalten werden,

dt(Nz—Nl)ﬁdth:ZRNo—Z(A+O'F)N2

(169)
=2RN-2(A+R+0F)N,

Wegen der im 2ten Level noch enthaltenen Population ist die Anre-
gung durch die Pumprate um 2RN, reduziert. Aus (158) folgt, das
wenn der Flul3d F den Sattigungsflul3 Gberwiegt, die stimulierte Emis-
sion als dominanter Prozel3 das ober Laserniveau entleert. Dazu muf3
gelten,

A+R

a

F>>Fg=

5.3.5. Bestimmung der Laserschwelle

In 1.5.1. brachte eine Betrachtung der Dampfung, angegeben
entweder durch y oder 8, mit dem Zusammenhang dw=y=23. Per Defini-
tion (146) gilt fur die Verstarkung g = o(N> — Nq), und nach (124)(125)
gilt, Wobei,B:%” bereits ersetzt wurde,

1
o(A) =0 (0) ———
ﬂ)z +1
ow
was die Verstarkung g in (158) modifiziert, man setzt dabei o in die
Kleinsignalverstarkung, und in den SattigungsfluR ein und bekommt,

Y0
1+(ﬂ)2+ﬂ (170)
ow Fs (0)

g(4A, 2) =

Diese Gleichung stellt eine Verallgemeinerung der Leistungsverbreiter-
ung dar, die bereits oben beschrieben wurde, dort war R=0. Man sieht
auch das g maximal wird, wenn A=0 ist, also wenn die Strahlung auf
Resonanz ist.

Zur Bestimmung der Schwelle kann man F in g gegeniber den
anderen Grol3en im Nenner vernachlassigen. D.h. wir betrachten,

d;F(2)=9(A, F=0)F(2), (171)



deren LOsung

F()=F(0)e?' (172)

ist. Beriicksichtigt man noch Absorptions- und Streuverluste, so mus-
sen (171) und (172) abgeandert werden. Solche Streuverluste werden
bei Gasen z.b. durch Rayleigh-Streuung verursacht. Die Lésung lautet
dann,

F(z) = F(0)e@-a! (173)

Wir betrachten wieder den Ringlaser aus 6.3.1. Verfolgt man eine
Welle entlang eines Umlaufs, so treten an den Spiegeln Reflektionsver-
luste auf. Ordnet man den Spiegeln die Reflektionskoeffizienten
Ri1, Ro, Rz zu, so kdonnen wir die Schwelle direkt bestimmen. Dieser
Treshold bedeutet ja, das das aktive Medium genau alle Verluste
kompensiert. Dann mul3 gelten :

R;R,R3F ()= F(0) 2 R; R, Rze@th—al =1

a—lln( 1 )
I = T M R Ry Ry)

also gilt fur g,

1
Oth=a-— T In(R1 Rz R3), (174)

Was aber auch bedeutet, das die Grol3e g, lediglich von den Resona-
toreigenschaften abhangt. Will man nun die Schwellenpumprate ermit-
teln, so bildet man aus Gleichung (159),

oRy (1 —A)N
=go(A, R=Ry) = :
Oth = 9o ( th) T (A+R) % AR (175)

Die fuhrt durch Umformungen auf,

3 O 1 A
Ry = , (176)
(AN —A) — gy (T1 + A)

was sich im Falle I'y >> A und kleinem gy, zu

O A
R =
"= AN (177)

vereinfacht. Ry, ist die minimale Pumprate, die zum Laserbetrieb fihrt.
Damit sieht man auch ein, das ein Laser mit geringer Schwelle ein
langes aktives Medium, geringe Resonatorverluste, eine geringe
spontane Emission, hohe Konzentration von aktiven Zentren, und
einen hohen Wirkungsquerschnitt auf Resonanz besitzen sollte.



5.3.6. Betrieb oberhalb der Schwelle

Sind die Auskoppelverluste gering, so ist F(l) nur wenig groRRer als
F(0). Dann kann man in (161) den Flul3 F(z) als konstant annehmen.
Fir eine Berechnung wahlt man einen mittleren Flu3 F,

= Yo
Fs

was wie in 6.3.5 zu einer Stationaritatsbedingung fuhrt,

_ 1
gF)=a- T In(R; Ry R3). (179)

Man sagt daher, oberhalb der Schwelle ist der Gewinn gleich dem
Schwellenwert, g(F)= gy, auch "gain clamping" genannt. Dieser
Zusammenhang liefert durch Einsetzen in (178),

F=Fs (& - 1) (180)
Oth

Der ausgekoppelte Flu®3 (hinter dem Spiegel) erleidet Transmissions-
verluste T, die emittierte Intensitat bestimmt man aus Beziehung (119),

Fous TF)~ TE =T Fs(% - 1) (181)

lout= T F 2 - 1) (182)

Fur die GrolRen gy und Fs wurden bereits die Ausdricke (175) und
(166) gefunden, wobei davon ausgegangen werden kann, das I'idie
dominierende Rate ist. Dann gelten folgende vereinfachte
Beziehungen:

oRN A+R oRm N
= = = 183
AR Oth (183)

A+R
Dies eingesetzt in (182) ergibt,

Jo

A(R
lout =hvio T — (R— - 1) (184)

a th

Bemerkungen:

(1) Bei gegebener relativer Pumpstarke R/ Ry, ist die emittierte Intensi-
tat umso grolR3er, je kleiner der stim. Emissionsquerschnitt ist.

(2) Weit oberhalb der Schwelle, R>> Ry, ist

NR
lout=hvia T — (185)
Oth



unabhangig von den Details des atomaren Systems, weil in diesem
Grenzfall jedes angeregte Atom sein Photon in die Lasermode abgibt.

Aus diesen Formeln kommt man auch auf die Leistungsverhéltnisse.
So ist die vom Medium aufgenommene Pumpleistung,

Pabs = hvp NRV,, (186)

hier ist vpdie Frequenz des Pumplichts, R die Pumprate, V| das effek-
tive Pumpvolumen. Bei dem effektiven Pumpvolumen ist zu beachten,
das offensichtlich mehr vom aktiven Medium gepumpt wird, als spater
durch das Modenvolumen abgerdumt wird. Fir das Modenvolumen

gilt,
Vi =1-An, (187)

und mit effektiver Pumpflache,

Vergleicht man (109) mit (119), so findet man den bekannten Zusam-
menhang von Intensitat und Leistung,

Pout = lout Am (189)
am Treshold gilt nach (186),

Pabs,th = th NRth Vp. (190)
Betrachtet man (186) und (190), so folgt direkt,

P R
abs _ abs (191)
I:)abs,th I:\)abs,th
und (189) liefert damit,
A P
Pout = i2 An T — ( SR 1). (192)
g F)abs,th

Dies ist eine zentrale Anwenderformel um die Ausgangsleistung zu
finden.

Alle Umformungen haben nur das Ziel, die jeweiligen Grél3en auf eine
anwendbare Form zu bringen. So kann es mdglich sein, das man z.b.
die Pumpraten nicht genau kennt, daflr aber die Pumpleistung.

Weit oberhalb der Schwelle Iaf3t sich (192) noch in eine praxisbezoge-
nere Form bringen. Durch Taylorentwicklung und N&herung von
In(1+x)~x, die bei sehr kleinen x gultig ist, und bei den hier vorlieg-
enden Transmissionen auch funktioniert, findet man:



gn=a+ T In(R;RyRy) ™
1
+7INA-THA-Ty) (- To)™?

+ % IN((A+TA+To)AL+Ty))

T 4 T1+T2+T3
I I '

~
~

Die Transmission T ist die dem Absorptionskoeffizienten a zugeord-
nete Transmission. Setzt man (190) in (192) ein, so findet sich die
Naherung,

P
Pout = hvis Ay TN abs
hvp NIAp (T1+To+T3+T)/I
V1o A T
= Pout = 2o Pabs (193)

Die Konversionseffizienz Pgyi/ Paps Wird auch als "slope efficiency"”
bezeichnet. Somit waren alle den Laserbetrieb kennzeichnenden
Beziehungen aufgestellit.



8§86 Optische Resonatoren

Optische Resonatoren finden nicht nur als Baugruppe von Lasern
Verwendung. Vielmehr sind sie auch als spektroskopisches Hilfsmittel
bekannt. Daher ist der nun folgende Paragraph allgemein gehalten.

6.1. Aufgabe 3

Der Resonator hat im Laser die Aufgabe, ein stabiles, starkes Strahl-
ungsfeld aufzubauen. Ein solches Feld ist in der Lage die durch das
gepumpte Medium zur Verfigung gestellte Inversion besser abzurdu-
men. Verwirklicht wird ein Resonator durch zwei oder mehr Spiegel,
zwischen denen das Lichtfeld oszillieren kann. Ein bekanntes Beispiel
ist der Fabry-Perot-Resonator, der einen Hohlraumresonator mit nur
zwei Wanden darstellt.

Beim Design optischer Resonatoren muld darauf geachtet werden, die
Beugungsverluste mdglichst gering zu halten. Eine weitere Aufgabe
ist die Formung des Strahls.

6.2. Paraxiale Wellengleichung

6.2.1. Herleitung der paraxialen Wellengleichung

Ausgangspunkt bildet die Wellengleichung fur das elektrische Feld,

1
2 2 _
Y E—C—Zat E=0, (194)
mit dem E Vektor,

E(r, )=&(n) e =Au(r)etk (195)

Das in Abschnitt 2.2. ausgefiihrte Verfahren der Fouriertransformation
vereinfacht solche Differentialgleichungen, wie die Wellengleichung.
Der Ubergang in den reziproken Raum wandelt die PDE (partial differ-
ential equation) in eine ODE (ordinary differential equation) um, in
unserem Fall erhalten wir die Dynamik der Feldamplitude durch eine
Wellengleichung die man auch Helmholtz-Gleichung nennt,

(V2+k?)E(r) = 0. (196)

Mit der gelaufigen Definition des Wellenvektors k der in Ausbreitung-
srichtung zeigt, und fir den gilt,



w w (297
k=— bzw. k= —, )
c c/n
je nachdem ob ein Medium der Brechzahl n vorliegt oder nicht. Spal-
ten wir nun noch den Phasenfaktor ganz ab, denn mit (195) gilt
& = Au(r) e 2 so erhalten wir aus (196) eine Dgl fur u(r),

AekZy vy + A(Vu) Vel ke 4+ A(Vu) Vet ikz 4 Ay vveletikz 4
k2 Au eiu)t—ikZ -0

= OxPU+d,°Uu+02u — 2ikd,u =0 (198)

Als nachstes wenden wir wieder die SVEA an,die Naherung der lang-
sam veranderlichen Amplitude,die bereits bei der Herleitung der Max-
well-Bloch-Gleichungen hilfreich war. Die SVEA wird oft auch als
paraxiale Naherung genannt,und ist unter diesem Begriff in die Optik-
Literatur eingegangen,

| 92U | << 2k | dzu, dx%u, 8,2,

weil diese Formulierung aquivalent zu der Annahme ist, dal3 der
Strahl aus ebenen Wellen besteht, die zu Grol3teil unter Winkeln
<< 30° zur z-Achse propagieren. Dies fuhrt zu der paraxialen
Wellengleichung:

OxZu+0y?u — 2ikd,u = 0. (199)

6.2.2. Parameter des Gaul3schen Strahls  (Schiller)

Die gesuchten Schwingungszustande sind Losungen dieser Glei-
chung. Um nun solche Lésungen zu finden, startet man bei bekannten
Losungen der Helmholtz Gleichung (196), so z.b. ebene Wellen,

Eepene = AT, (200)
oder Kugelwellen,
e—ikr

E=A . (201)
r

Letztere sind ein realistischer Ausgangspunkt, weil sie im Gegensatz
zu ebenen Wellen eine endliche Energie besitzen. Da (201) die Helm-
holtz-Gleichung (196) exakt erflllt, wird sich nicht die paraxiale
Naherung (199) erfillen.

Will man eine Lésung von (199) finden, so muf3 die Kugelwelle eben-
falls in paraxialer Naherung betrachtet werden. Es gilt,

r? =x2 +y? + 72,

und fur kleine Winkel 6 gilt,



X2 +y2 << 72

Damit laf3t sich r in eine Taylorreihe in z entwickeln,

2,42
rzz(l+l X +y )
2 z2

was (201) auf eine Form bringt, die jetzt die paraxiale Wellenglei-
chung erfllt,

ool 22

&) =Ae ke
Y4

ool [ 227

z

(202)

u(r) =

z

Dies legt nahe, einen komplexen Ansatz zu versuchen. Man beruck-
sichtigt gleichzeitig eine Art Strahlursprung, indem man die Differenz
z- 7" betrachtet,

T x2+y?
u(r)~ 1 _ e_'k[Z(z—z')], (203)

und auch dies ist Losung der par. Wellengleichung, fur beliebig zeC.
Ein reelles z* verschiebt dabei die Quelle, d.h. man legt einen Urs-
prung fest. Der Einflu3 eines komplexen z” findet sich, wenn man Real
und Imaginarteil separiert,

Z =29-1qq,
Re(z')=20 ; Im(Z)=-0qp

Dann folgt,

1
z-7

(204)

(2 — 2p)? + qp? (2 —2p)? + qp? B (2 - 20)? + Qp?

d.h. der Term i verursacht bei einem komplexen z" eine zuséatzli-
-7

che Phasenverschiebung, die man Guoy Phase nennt. In der Gauss-
chen Zahlenebene gilt fiir eine beliebige komplexe Zahl z=x+iy=r &?,
tan qb:%, also hier,

¢ . —Jo _ Z—-1p
any = & Y = arctan (205)
Z—-2g do

Setzt man (204) in (203) ein, folgt




u (r) ei‘//(z) .

T (Z-202 +q0?

(206)
exp{-ik 0C+y)(@z=29) | (C+y)qo }
2(z - 209)? + (o2 2(z2-20)? + 00?2
ei‘// 2
um-~ (z —20)? + Qg2 ' (207
2 \2 2 \2 )
exp{-ik KO2 +y?) L 02+y? }
2(z-29) + o2/ (z - Zp) 2 (QO N (z-2p)? )
k qO

(207) besteht aus einer imaginaren und einer reellen Phase. Der
hintere Term beschreibt die Intensitatsverteilung in der x,y- Ebene.
Sie besitzt eine typische Gauf3form, und legt auch die Strahlbreite fest
(am hinteren Term im Nenner abzulesen),

,  A(z-2p)

2
W< (Z2) = Wp< + , 208
(2) = wo K2 wo? (208)
kWo2
Jo = 5

Der Parameter wpheil3t Strahltaille und beschreibt die Breite am
schmalsten Punkt. Definiert man die Rayleigh-Lange, die Lange auf
der z-Achse, wo der Strahl noch relativ schmal ist, als,

7Z'Wo2 kWo2
RETN T2

= (Jo

erhélt man die typische Formel der Strahlbreite:

w2(z):wo\/1+(z_20)2 (209)

ZR

Der vordere Term in (207) enthalt in Analogie zur Kugelwelle den
Krimmungsradius des Strahls, und man liest ab,

ZR2
R(z)=z-2z9+ , (210)
Z—12p

der im Strahltaillenpunkt z= zgtiber (210) nicht wohldefiniert ist, man
sieht aber das fir z— 7zpgilt, R—»co. Im Strahltaillenpunkt ist der Krimmu-
ngsradius unendlich.

Die Strahldivergenz beschreibt die Breite des Strahls, in Abhangigkeit
vom Abstand von 7y, also

9._W(Z) wog A2 211
div = Z — Zg furgroBez zp B Wo B kwg (211)




Wie man sieht ist die Divergenz gering, wenn die Taille um vieles
groRer als die Wellenldnge A ist, genauer, desto grol3er die Talille,
umso geringer die Divergenz.

Was jetzt noch fehlt ist die oben gefundene Guoy-Phase:

v (z) = arctan( 2~ %0 )

ZR

6.2.3. Grafische Darstellungen

zp = 0; wg = .02; zr = 0.05;

_ 72
vv[z_]:vvo\/l+(zzizo);
R

Plot[{w[z], —w[z]}, {z, -.5, .5}, PlotRange - Alll;

0.04 |

Abb.6.1. Strahltaille, Gaul3scher Strahlverlauf

752
Rlz_]=z-2zg9+
Z—ZO

; Plot[R[z], {z, -.7, .7}, PlotRange —» {-0.5, .5}];

0.4

0.2

0.1 0.2

Abb.6.2. R(z) Verlauf des Kriimmungsradius der Wellenfront

6.2.4. Losung der paraxaxialen Wellengleichung

Uber die Proportionalitaten einer Lésung u(r) der paraxialen Wellengle-
ichung wurde bereits in 7.2.2. einiges ausgesagt. Die Betrachtungen
wurden aus der Naherung einer bereits bekannten Losung der vollstan-
digen Wellengleichung hergeleitet und plausibel gemacht. Startet man
wieder bei (199),



dx>u+dy2u — 2ikd,u = 0,

so fordert eine Losung der Form (207) die Normierung von u uber
einen Normierungsfaktor ug, festgelegt durch,

ff‘u(r)‘zdxdyzl
2 4 y2

_ 0.2 2 2-2 X"+
= Ug ff[(z—zo) + Zr°] exp[—z W 2) ]dxdy

—u2 T 1 !
"0 2/W2 () (z-zo2 +ZRP2

2 1 2 2
S U=, — [(z—-2p)° +zRr“]
T W(2)

Die vollstandige Losung fur u(r) lautet dann, unter Beriicksichtigung
von (204) (207),

. L2 2 2..,2
i Cik(xCHyS) _XEHyS
U(r):,/3 © ¢ 2R@D e W@, (212)
Vid

W (z)

Der hintere Term zeigt, das es sich um eine Gauf3glocke handelt, und
auch der Krimmungsradius scheint gaul3férmig verteilt. Das elek-
trische Feld laRt sich dann direkt angeben,

E(r, t) = Au(r) e kK@ 2o glot, (213)

Bemerkungen

(1) Die Strahlaufweitung findet aufgrund von Beugung statt ! Man
kann dies mit der Beugung an einer kreisférmigen Blende vergleichen.
(2) In Achsennéhe x2 + y2<< wW4(2)) hat man fiir z>> zg eine Kugelwelle
(3) Fur die Intensitat gilt | = % cep EZ; mit dem E aus (213)

6.3. Transversale Moden [ij[s1]

Bisher wurde die Wellengleichung aufgestellt, gendhert, und dann
eine Losung gesucht, die das elektrische Feld des Lichts in einem
Resonator beschreibt. Ausgehend von einer Lésung wie (212) betra-
chten wir jetzt weitere Losungen, die in der x-y-Ebene eine andere Art
von Feldverteilung als (212) besitzen. Analog zu (202) kann folgender
Ansatz betrachtet werden, (beachte in (195) die Definition von &)

E=Ae Ky (x, Z)un (Y, 2) (214)



Hierbei sind u, und upy prinzipiell Funktionen derselben Form, untersc-
heiden sich allerdings von den im vorigen Abschnitt betrachteten
Funktionen u(r). Durch Einsetzen kann gezeigt werden, das mit

vl

. 1 X2 _ x2
. # . el (n+7)l//.e_lk ZR(Z) .e W(Z)2 . (215
V 2"ntw () )

X
'H”[W(z)/\/f]

(214) eine LOsung von (199) ist. H,steht hier fur Hermit-Polynome,
eine Gruppe von Polynomfunktionen, bei denen Die ersten Hermit-
Polynome sind hierbei,

N[

Hi(¢)=2¢
Hy (€)= -2 +4¢2
Hi (&)= -12¢+8¢°8 (216)

Hy(¢) =12 —48&2 +16¢&°
Hs (&) = 120& — 1603 + 32£°
Wie man sieht hangt besitzen Hermit Polynome n-Nullstellen. Mit Hilfe
dieser Funktionen und einer entsprechenden Normierung und

Skalierung, lassen sich auch (das ist eigentlich der Hauptzweck) die
Losungen des harmonischen Oszillator plotten, (nicht mal3stablich 1),

Plot[{(HermiteH[6, x] Exp[-x"2/2])"2, 1000 X2}, {X, —6, 6}];

35000 ¢
30000 ¢
25000 ¢

-6 -4 -2 2 4 6
Abb.6.3. Modenldsung in Analogie zum harm. Oszillator



Anmerkungen:

(1) Transversale Feldverteilung in relativen Einheiten (x/w(z)) bleibt
gleich.

(2) Hn hat n Nullstllen, d.h. das Feld schwingt mit 180° Phasenverschie-
bung in benachbarten Bauchen.

(3) Abstand zwischen auRRersten Peaks ~ 2wz vn (?), d.h. héherer
Moden haben gréf3ere Divergenz.

(4) die Guoyphase ist 2n mal grol3er, wegen der starkeren transver-
salen Variation des Feldes.

(5) u, ist normiert.

(6) {un} bildet ein Basissystem, daher kann eine beliebige Welle ¢(x,y)
die auf einer bestimmten Ebene eine konstante Phase besitzt, in
{un(¥), um(y)} entwickelt werden,

(217
(% ¥) = ) Com Un (X) U () )
n,m

Aus der Normierungsbedingung findet man die Entwicklungskoeffi-
zienten zu,

Chm = fffl)(dy @ (X, Y) Up (X) Um (Y) (218)

M.a.W.: Eine beliebige Mode kann als Linearkombination von Moden-
funktionen dargestellt werden. Die Propagation von ¢ ist dann gege-
ben durch,

(X, Y, 2)= D Cam Un (X, 2)Um (¥, 2) (219)
n,m
Alle TEMggModen mit geeigneter Taille wg sind Eigenmoden von Reso-
natoren mit spharischen Spiegeln (oder Linsen).

Je nach raumlicher Verteilung der Inversion kbnnen beim Laser mehr-
ere transversale Moden hohe Verstarkung besitzen, anschwingen und
oszillieren. Man sagt, der Laser ist transversal multimode. Dies ist oft
unerwinscht, da der Strahl so nicht mehr gut fokussierbar ist. Dieser
transversale Effekt ist unabhangig von dem longitudinalen Modenin-
halt, d.h. wie die Verbreiterung ist.

Neben den Hermit-Polynomen existieren noch Losungen der paraxi-
alen Wellengleichung, die aus Laguerre Polynomen aufgebaut sind.



6.4. Resonanzfrequenzen optischer Resonatoren

Wirde man nur ebene Wellen betrachten, so werden die moglichen
Moden durch die (longitudinale) Bedingung, das in einen Kasten der
Lange L mindestens eine stehende Welle pal3t (fir g=0, oder hdhere
Ordnung),

A
— =L, 220
a3 (220)
festgelegt, die sich mit c=Av zu

C
v={q oL (221)

umformen |aRt. q ist der sog.Modenindex. Diese Formel gilt nattrlich
nur fir den Stehwellenresonator. Hauptbedingung ist also die
Reproduktion der Welle,

E(z) = E(@z+2L)

und bedeutet, das sich nicht nur die Amplitude, sondern auch die
Phase reproduziert !

Im Fall von Gaul3schen Wellen mufd auch Guoy-Phase mit berlcksich-
tigt werden. Die Phasenanderung zwischen z=0 und z=L (bei einem
Resonator der Lange L), ist

(n+ i +m+ i)(a,b(L)—:,b(O)) + (=kL +0)
2 2 (222)

= —kL + (n+m+1)arccos(+Vg102) = - gr
Wobei weiterhin gilt,

2
k= il V.
c
Dies fuhrt auf eine Gleichung, die umfassend in jedem Fall die Fre-

quenz bestimmt:

c 1
Z{qu ;(n+m+1)arccos(i\/g1g2)} (223)

Die Spiegelparameter werden weiter unten definiert.

Ygnm =

Konsequenzen:

Ein transversal multimodiger Laser wird i.d.R auch multifrequent sein,
selbst wenn man prinzipiell eine einzige longitudinale Mode hat.

Bei der frequenzkonversion mit Resonatoren, die nichtlineare Kristalle
enthalten wiinscht man, dal3 die frequenzkonvertierte Welle TEMggist,



und dald der Prozel3 mdglich effizient ist. Man nimmt deshalb keinen
konfokalen Resonator, denn er ermdglicht es nicht, festzustellen ob
der zu konvertierende Strahl die optimale Mode besitzt. Stattdessen
wird mittels zu berechnender Optik der Strahl in einen Resonator
eingekoppelt, der zwar aus sphérischen Spiegeln besteht, aber nicht
konfokal ist. Die Hohen der Transmissionssignale sind proportional zu
| Cam |2, DZW. ZU 3 s meconst | Cnm |2 beim Stehwellenresonator.

6.5. Resonatoren mit sphérischen Spiegeln  [1js1

Das Ziel dieses Abschnitts ist zu ermitteln, ob die oben hergeleitete
LOosung der paraxialen Wellengleichung tberhaupt in einen Resonator
palit.

6.5.1. Phase der Gaul3schen Mode auf einer

Kugeloberfldche
Aus (212) kann die Phase abgelesen werden,
X2 1+ y2 (224
¢ =—ik (Z + ) )
2R(2)

Sei d der Abstand von Spiegel und Taille; fir die Koordinaten auf dem
Spiegel gilt, wenn der Spiegel sich an den Koordinaten (Xs, Vs, Z)
befindet (3dPythagoras),

Xs2 +Ys2 +(zs + )% = Rg? (225)
Allgemein gilt fir den Krimmungsradius der Wellenfronten (210),

ZR2
R(Z):Z+ T (226)

Wir fordern nun, das Wellenkrimmung und Spiegelkrimmung gleich

sein sollen, d.h. bei z=d gilt fir den Spiegelradius (226) :

V4

was umgeformt nach zg? und in (226) eingesetzt fir R(z)

R(z)=z+ M (227)

liefert. Es interessiert allerdings weiterhin wie sich dort die Phase
verhalt, also wird (227) und (225) in (224) eingesetzt,



- S

—d
zs+d—(R§s)
1 —-d)2-2R -d
= _ikze (1 Lo (Zs ) s (Zs ))
-d
z—ikzs(l—(zs )):
d
—ikd(1+25_d)(1—25_d)
d d
~ —ikd = const.

Ferner ist die Guoy-Phase zi;—R Zs— d vernachlassigbar.
S

6.5.2 Reflektion an einem Spiegel

Liegt der Spiegel bei z=d, so lalt sich mit dem Huygensintegral
zeigen, dal3 das reflektierte Feld das einfallende reproduziert. Der
Fokus liegt am selben Ort, z=0.

6.5.3. Zweiter Spiegel

Um eine Eigenmode zu erhalten, mul3 ein zweiter Spiegel nach der
selben Regel aufgestellt werden. Dazu gibt es beliebig viele Mdglich-
keiten. Es gilt dabei immer,

d1+d2:|_
2 2

ZR ZR
Ri=d{+ —:; Ry=dy, + —
1 1 d; 2 2 ds

AuBBerdem nimmt die Funktion Ry(d;) ein Minimum der Krimmung an.
Es sind auch negative Werte flr Ry und damit fur d; erlaubt. Die mimi-
nale Krimmung wird bei dy=2zgr erreicht und es qilt die
Stabilitatsbedingung,

IRy > 22z

6.5.4. Spiegelparameter

Man definiert die Spiegelparameter mit Hilfe der Resonatorlange L
und dem Krimmungsradius R, als

L
gi:1+E. (228)
|

Mit den Parametern lassen sich die Taillen auf den Spiegeln bestim-
men, und nach einer Rechnung gilt auf den Spiegeln,



LA d2 LA o1
wp2= o[ %2 ]2 %1 229
! ﬂ[gl(l—glgz)] 2 ﬂ[gz(l—glgz)] (229)

Ebenso lafit sich die Taille wp bestimmen, fir sie gilt,

2 _ ﬂ[ 9192(1-019) ]
(01+092—-20102)
Damit Uberhaupt Gaul3sche Moden vorliegen, unterliegen die

Spiegelparameter einer Stabilitatsbedingung, so wird fir das Produkt
01 92 gefordert,

Wo (230)

T

0<0102<1 (231)

6.5.5. Beispiele

1. Ein Spezialfall eines spharischen Resonators ist der Plan-Plan-
Spiegel, jedoch mit unendlichen Krimmungsradien, d.h.

Rl! R2—>oo, J1, gz—)l
Ein solcher Resonator ist marginal-stabil, schwer fokussierbar.

2. Eine andere Konfiguration nutzt einen stark und einen schwach
fokussierbaren Spiegel. Sie ist stabil, d.h.

Ri<<L=>RyxL

3. Symmetrisch sind Resonatoren mit Spiegeln gleicher Krimmung.
(230) vereinfacht sich dann zu

WOZ:E 1+g
7§ 41-9)



87 Linienprofile

Anhand des klassischen Lorentz-Oszillator-Modells soll erklart wer-
den, wie allgemein eine "Linie", und deren "Breite" zustande kommt.

7.1. Lorentz-Oszillator-Modell; Teile der
Lorentztheorie [e][5][s3]

Dieses Modell bildet die einfachste Vorstellung von Atom-Feld-Wech-
selwirkungen, es ist ein vollstdndig klassisches Modell, aber elegant
um sich die WW zu veranschaulichen.

Elektron und Kern sind untereinander mit einer Feder verbunden. Ein
elektrisches Feld regt diese Feder zu Schwingungen an. Lorentz
selber ging hier nicht direkt von einer Feder aus, aber jedoch von
einer Kraft, die Kern und Elektron verbindet, und dem Hookeschen
Gesetz gehorcht. Basis bildet eine Differentialgleichung, die sich aus
dem Hookeschen Gesetz, und der treibenden Kraft F=E < a=g/m E
zusammensetzt. Ein weiterer Term ist eine hypothetische Dampfung
7:2%1’ die erst spater durch spontane Emission und Doppler- und
StoR3verbreiterung zurickzuflhren ist. x ist als Auslenkung langs zur
Verbindungsachse Kern-Elektron zu verstehen. Anstatt von y findet
man in der Literatur auch oft den Term y=23. Diesen Zusammenhang
benotigt man spéter noch einige Male.

7.1.1. Gedamptfte, freie Schwingung

Betrachtet man den Fall, dal3 kein aulReres Feld anliegt, so erhalten
wir,

X+2BX+Wo2x=0.
Eine L6sung kann sofort angegeben werden,
X (t) = xg € Pcoswt + (B/ w) sinwt] =~ X e P coswt.

Da die Amplitude kontinuierlich abnimmt, kénnen wir nicht langer von
einer monochromatischen Frequenz sprechen, sondern missen anneh-
men, das sich x(t) als Superposition mehrerer monochromatischer
Schwingungen €“t und Amplituden A(w) ergibt:

X ()~ f CA(w) e dow
0

Umgekehrt kan man mit der Fourierrticktransformation auch die Ampli-
tudenfunktion A(w) erhalten,



1

Vor

was sich auch direkt integrieren laft,

Adw) = —2 - 1 o1 L
V8r ‘Hwo—w)+fB 1(wo+w)+p

Die Intensitatsverteilung mit | ~ Afiihrt auf ein sog. Lorentzprofil,

Bln

(wo—w)2 + 2"

A(w) = fo dt xge P coswgt e,

[ (w) =

7.1.2. Halbwertsbreite, FWHM

Eine interessante Frage ist, wie man aus dem Lorentzprofil nun die
Halbwertsbreite (FWHM) bekommt, also die "Breite der Linie. Dazu
brauchen wir zunachst das Maximum. Dies liegt natirlich bei
wmax = wo. Als nachstes bilden wir folgende Gleichung,

(@) r 1 | 1 | (wo)
W) = — lmax = — | (wp).
2 M7 o 0
Durch einige Umformungen erhalt man das wichtige Ergebnis:

(wo — w)? = B2
S =B (HWHM).

Sw=2p; 6v= L (FWHM)

T

In der Praxis stellt die Dampfung 8 oft eine Rate (!) dar, 8 =71.

/7.2. Aufstellung der Lineshape-Funktionen

Im folgenden sei g gemal 7.1.2. definiert als halbe Halbwertsbreite.

7.2.1. GaulSprofil

Das Gaul3profil besitzt die bekannte Glockenform, und l&af3t sich mit
einer Linienprofilfunktion gemals,

E

exp{—( woﬁ_ v )2} (232)

Poaur(w) =
7B



7.2.2. Lorentzprofil

Das Lorentzprofil wurde bereits in 7.1.1. genutzt, es hat allgemein die
Form,

15

0.5

2 4 6 8 10

(233)

1 B
PLorentz(w) = —
T

(wo— w)2+ B2
7.2.3. Grossprofil
Die allgemeine Grosslineshapefunktion lautet,

0.2
0.15
0.1
0.05

4 w?
P W)= — ,
Gross(w) x (a)oz _ wZ)Z + 402 ,32

(234)

und findet sich z.b. als Losung der DGL’s fur die erzwungene Schwin-
gung wieder. lhre Fligel unterscheiden sich von denen der
Lorentzform.

7.2.4. Voigtprofil

Dieses letzte Profil stellt eine Faltung der vorigen Profile dar. Gerade
wenn durch physikalische Effekte mehrere Profile Uberlagert werden.

Pyoigt (X) = 100 Pcaur(X) PLorentz(X = Y) dY (235)

o0

Das Voigtprofil wird in der Nahe der Linienmitte, gut durch ein
Gaul3profil genéhert.



§8 Spektrale Eigenschaften

Mit den Lasergleichungen und der Theorie des optischen Resonators
ware eigentlich der Laser vollstandig beschrieben, theoretisch ! In der
Praxis tauchen jedoch jede Menge Effekte auf, die die spektralen
Eigenschaften des Lasers beeinflussen.

8.1. Konsequenzen

In einem Laser treten eine Menge von zusatzlichen, Wellenlangen-
abhangigen Effekten auf, die das Emissionsspektrum mitbestimmen.
Die Verstarkung die ein Laser liefert, ist eine Funktion der Frequenz,
indirekt in den oberen Formeln ersichtlich durch die Abhangigkeit von
A. Die Verstarkung ist also verteilt um mehrere mogliche Moden, mit
einem Maximum bei der Resonanzfrequenz vo. Die Bedingung, das
die Oszillation tGberhaupt zustande kommt, war

d(m, F) = 0. (236)

Ist das Profil schmal, so fallt nur die zur verstarken gewiinschte Mode
in den Bereich, in der die Pumpe das Licht tber die Schwelle hebt.
Durch die Sattigung ist ndmlich dann fur alle anderen Moden g < g,
sodal? diese nicht anschwingen kénnen.

Der Laser emittiert dann nur einer Frequenz v = vy,,. Man muf3 allerd-
ings beachten, das die Frequenz der Mode auch vom Brechungsindex
bestimmt wird, da man zur Betrachtung der
Wellenlangen"einpassung" ja die optische Weglange bericksichtigen
mul3:

C -m C
2L 2 (La;+n(vm)

Vm:m

(237)

Hier sind zwei Dinge wichtig, einmal bezieht sich diese Formel, wie
auch die Gleichungen weiter oben {(223),(221)} auf einen Stehwellen-
resonator. Im Falle des Ringresonators wirde das /2 wegfallen. Aul3er-
dem ist der Brechungsindex wegen nichtlinearen Effekt auch Abhan-
gig von der Inversion, und es gilt,

nv) = ng(v)+ An(v —vg, No — Nj). (238)
c/2
Lo+no|
Effekt heil3t auch "cavity pulling”, und ist meist klein, (MHz), aul3er bei
Molekiillen und Atomen in Gasphase, wo die Linienbreite des Uber-

gangs gering ist.

Die Frequenz des Lasers liegt zwischen m und vqg. Dieser



Multimodenoszillation tritt auch auf beim raumlichen Lochbrennen im
Stehwellenresonator, und bei sehr grol3er spektraler
Verstarkungsbandbreite.

Extrem kurze Stehwellenresonatoren vermeiden den Multimoden-
betrieb, weil durch Av:% bei kleinem | der Abstand zwischen einzel-

nen Moden sehr grof3 wird. Dies ist zwar beim Mikrochiplaser der Fall,
allerdings nicht immer verwirklichbar, da oft auch Zusatzelemente in
den Strahlengang eingebracht werden méchten. Die einfachste Meth-
ode ist der Einbau eines Fabry-Perot Ethalons, wie es in 8.4 angfuhrt
wird.

8.2. Verbreiterungsmechanismen 13

Die in 87 aufgestellten Linienprofile finden hier jetzt eine Anwendung,
ihnen werden nun die physikalischen Verbreiterungsmechanismen
zugeordnet.

Man unterscheidet zwei grundlegend unterschiedliche Typen der
Verbreitung des Verstarkungsprofils, also der Funktion g(v), die inho-
mogene und die homogene Verbreiterung. Man muf3 dabei immer im
Auge behalten, das g proportional zur Kleinsignalverstarkung go, und
diese wiederum proportional zu Verstimmung o ist, damit nimmt g
auch das Linienprofil von o an (siehe (158),(159)).

Die inhomogene Verbreiterung tritt bei einem Ensemble identischer
Teilchen auf, bei denen nicht alle Atome dieselbe Resonanzfrequenz
besitzen. Dies ist z.b. der Fall bei der Dopplerverbreiterung. Da eine
Geschwindigkeitsverteilung vorliegt, lassen sich die Atome an ihrer
Geschwindigkeit unterscheiden, und in Klassen unterschiedlicher
Resonanzfrequenz einteiler.

Im Gegensatz dazu ist die homogene Verbreiterung dadurch charak-
terisiert, das hier die Atome ununterscheidbar sind, d.h. die Resonan-
zfrequenz ist fur alle Atome gleich.

8.2.1. Nattirliche Linienbreite

Betrachtet man ein angeregtes Atom, so kann dieses die Anregungsen-
ergie als spontane Emission abgeben. Im Lorentzmodell entspricht
dies einer dedampften Schwingung, und es greifen die Gesetze aus
7.1.1. Das Resultat ist ein Lorentzprofil.



8.2.2. Dopplerverbreiterung [1][2] [3]

In Gasen kdnnen die Teilchen in verschiedene Geschwindigkeitsklas-
sen eingeteilt werden. Imthermischen Gleichgewicht gehorchen sie
einer Maxwellverteilung. Bei der Temperatur T ist die Anzahl der Mole-
kile n(vy) dv; im Level E; pro Volumeneinheit, mit Geschwindigkeitsko-
mponenten zwischen v, und v, + dv,

vz
ni (V,)dv, = Ni e ("P) dv,. (239)

Hier ist Nj = fni dv, die Dichte aller Teilchen im Niveau E;. vy ist die
wahrscheinlichste Geschwindigkeit der Verteilung, und ist Gber,

1 KT

—mvp2 =kT & vp= [2—

2 m
definiert. Man muf3 nun noch wissen wie sich die Resonanzfrequenz
verhélt. Die Emissionswellenl&ngegmissionim Ruhesystem ist Dopplerver-
schoben zu,

WEmission = wWo + KV, (240)

und in unserem Fall wird eine Geschwindigkeitskomponente in z-
Richtung gewahlt,

w = wo (1+ %) (241)

Offensichtlich ist die Ableitung nach v dann,
d C
Y= o dv, = — do (242)
dv, C wo

Mit den Transformationsgleichungen (237) und (238) geht (235) in
den Frequenzraum Uber, und wird 2zu einer gaul3schen
Frequenzverteilung,

. _c N; _ c(w—wp) \?
Nj (w)dw = o0 vp\/; exp{ (—wovp )}dw. (243)

Die Dopplerverbreiterung besitzt ein Gaul3profil.

Am Maximum findet man die "Intensitat" I (wo), fir die FWHM gilt dann,

1
- 1wo) = l(wo)expl ...] (244)



_ 2
= Ini = —(—C(w wO))

C %&UFWHM wo Vp
& Vin2=|— | o fw= 2vIn2

KT
sw=22 g2 |n2 (245)
C m

8.2.3. StolBverbreiterung

Die wichtigsten Punkte hierzu wurden in 4.3. St63e,Streuquerschnitte
besprochen. Typischerweise ist die StolR3verbreiterung druckabhangig,
denn desto hoher der Druck, umso mehr Sté3e kommen vor.

Es sei nur gesagt, daf’ es sich um Lorentz, aber auch um Grossprofile
handeln kann.

8.3. Rdumliches Lochbrennen [1j[3

Die sog. Lochbrenneffekte beschreiben Phanomene, wobei in den
Resonatoren nur bestimmte Bereiche des aktiven Medium abgeraumt
werden.

In einem typischen linearen Resonator kommt es zur Bildung von
stehenden Wellen, die miteinander interferieren. Fur die Energiedich-
tebilanz gilt, (siehe auch Optik:Hecht)

h
~ F = gE2
c
= g9 Eg? c0s? wt sin? kz (246)

= % Eo? sin kz

Man sieht, dal3 der Flu3 in seinen rdumlichen Komponente propor-
tional zu sirfkz ist. Der FluR setzt sich aus ein und auslaufenden FluR
zusammen,

F={F"+F}2sinkz.
Damit kann die Formel fur die Verstarkung modifiziert werden,

9o (V)
142 EFD ginzkz (247)
sat

g 2)=

und es treten Maxima und Minima der Verstarkung auf, und das aktive
Medium wird an einigen Stellen besonders stark, und an anderen
Stellen schwach abgeraumt. Fiir siPkz=0 nimmt die Verstarkung ihr



Maximum gg an. Bei sirfkz =1 wird g minimal, ein "Loch" wird in die
Kurve von g "gebrannt". Bei kz=r ist dies der Fall, also sind die
"Locher" in Abstanden Az:% = % zu finden.

Fazit: Beim Stehwellenresonator ersetzt (243) die herkdmmliche
Formel (161), und die Verstarkung ist entlang dem aktiven Medium
nicht mehr konstant, sondern variiert in der GroRenordnung der
Wellenlange.

Dies fuhrt zu wichtigen Auswirkungen, denn da raumlich an einigen
Stellen die Besetzungsinversion nicht abgerdumt wird, stehen diese
fur die Verstarkung von anderen Moden zur Verfiigung. Es kommt
durch das Lochbrennen zu einen (oft nicht erwinschten)
Multimodenbetrieb.

Neben dem raumlichen Lochbrennen gibt es auch das spektrale Loch-
brennen, auf das hier nicht eingegangen wird, es ist am besten im
Buch "Lasers" von Siegman zu finden.

8.4. Fabry-Perot-Ethalon [1j[3

8.4.1. Vielstrahlinterferenz

Das Ethalon basiert wie das FPI auf Vielstrahlinterferenz an planparal-
lelen Platten. Eine Glasplatte erfillt diesen Zweck und die Reflektionss-
chichten sind in diesem Fall die Glasrander. Ein direkt durchlaufender
Strahl interferiert konstruktiv mit einem zweifach reflektierten Strahl
genau dann, wenn

mA = AS = 2ndcos¢ (248)

gilt. d sei die Dicke, n der Brechungsindex, As der optische Mehrweg.
Summiert man die Partialamplituden auf, so kbnnen die Airy Formeln
fur Transmission und Reflektion bei Vielstrahlinterferenz hergeleitet
werden:

1
I+ =1
! 1+72sin2 £ (249)
F2sin? £
I =1 (250)

0
1+7—”25in2%

Die transmittierenden Eigenschaften lassen sich am besten am Dia-
gramm der Transmission darstellen.
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Abb.8.1. Fabry-Perot Resonator

Der Abstand zwischen zwei Maxima heil3t freier Spektralbereich, und
l&f3t sich direkt aus der Bedingung (244) ablesen,

c

Vv =
FSR 2ndcosg

(251)
Entscheidend ist auch die GréRe ¥. In Fig.8 sind Transmissionskur-
ven fur zwei verschiedene ¥ gezeichnet, bei der scharferen war
groRer. Diese GrolRe wird Finesse genannt, und ist Gber den in der
detailierten Fassung der Airy-Formeln auftauchenden Reflektionskoeffi-
zienten definiert,

F = VPSR _ ”‘/ﬁ_ (252)
ov 1-R
Bei angegebener Finesse kann somit auch die Breite eines Transmis-

sionsprofils bestimmt werden.

Ein Ethalon im Strahlengang hat direkten EinfluR auf gy, also die
Grofde die vom Gain Uberschritten werden muf3, damit es zur Laserosz-
illation kommt.



89 Gepulste Laser

9.1. Grundlagen [z

Unter einem Pulslaser versteht man einen Laser, der seine Laserleis-
tung in einem kurzen Zeitintervall abgibt. Bendtigt werden solche
Pulse vor allem in der zeitaufgelosten Spektroskopie, da diese Auf-
schluf3 Uber wichtige dynamische Prozesse der Physik, Chemie und
Biologie liefert. Weiterhin ist eine extrem prazise Materialbearbeitung
maoglich, da man Uuber Pulsratenverdnderung sehr genau die
eingestrahlte Leistung kontrollieren kann. Dadurch finden Pulslaser
auch Anwendung im medizinischen Bereich.

9.1.2 Zeitprofile, Pumppulse & Spikes

Jeder Laser besteht aus zwei Hauptbestandteilen, dem optischen
Resonator, und dem aktiven Medium. Das aktive Medium muss von
einer aufReren Quelle erst gepumpt werden, um die fir den Laser-
betrieb notige Besetzungsinversion bereitzustellen. Jetzt sind zwei
Voraussetzungen notwendig, um Laseremission zu erhalten. Zunachst
missen die gewlnschten, zur induzierten Emission passenden Moden
anschwingen, d.h. es missen irgendwann gentgend Photonen
vorhanden sein. Da die Anzahl der entstehenden Photonen abhangt
von der Besetzungsdichte der oberen Niveaus, muss auch die Beset-
zungsinversion oberhalb eines Schwellenwerts (Threshold) liegen,
damit der Oszillator Uberhaupt anschwingt! Diese Thresholdlinie wird
genau dann unterschritten, wenn nicht gentigend Photonen bereitgest-
ellt werden, d.h. die Verlustrate hoch ist, oder wenn die Besetzungsin-
version zu gering ist.

Benutzt man nun eine gepulste Pumpquelle, so liegt die Inversion ab
einem bestimmten Zeitpunkt an Uber der Schwelle. Dann erst kommt
es zum Laserbetrieb. Die Laserleistung steigt jetzt schneller als die
Besetzungsinversion, Uberwiegt diese, und baut sie bis zum Thresh-
old ab. Dies setzt allerdings voraus, das die Lebensdauer des oberen
Niveaus lang ist gegen die des Unteren.
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Abb.9.1. Inversionsverlauf

Ist hingegen die Relaxationszeit des oberen Niveaus kurz, so werden
die angeregten Zustande schneller abgebaut, was dazu fuhrt, das die
Schwelle unterschritten wird. Somit begrenzt sich der Laser selbst.
Sind die Relaxationszeiten der Laserniveaus zusatzlich lang
gegenuber der Anstiegszeit des Pumppulses, so wird eine grol3e
Besetzungsinversion aufgebaut, bevor das obere Niveau durch induz-
lerte Emission abgebaut werden kann. Dies fuhrt zu einer nun fol-
genden, hohen Verstarkung, und somit zu einer hohen Laserleistung,
durch welche die Besetzungsinversion sofort unter den Threshold fallt
(Abb.2).

Ist hingegen die Relaxationszeit des oberen Niveaus kurz, so werden
die angeregten Zustande schneller abgebaut, was dazu fuhrt, das die
Schwelle unterschritten wird. Somit begrenzt sich der Laser selbst.
Sind die Relaxationszeiten der Laserniveaus zusatzlich lang
gegenuber der Anstiegszeit des Pumppulses, so wird eine grol3e
Besetzungsinversion aufgebaut, bevor das obere Niveau durch induz-
lerte Emission abgebaut werden kann. Dies fuhrt zu einer nun fol-
genden, hohen Verstarkung, und somit zu einer hohen Laserleistung,
durch welche die Besetzungsinversion sofort unter den Threshold fallt
(Abb.2).

Geschieht dies alles innerhalb eines Pumpzyklus, so kann eine noch
vorhandene Pumpleistung das obere Niveau wieder fiillen, und eventu-
ell einen erneuten Laseroutput erzwingen. Somit kénnen innerhalb
eines Pumppulses mehrere sogenannte Spikes entstehen, die jedoch
in einer irreguléaren Abfolge und Dauern von etwa AT=1us pro Spike
auftreten (Abb.3).

Will man nun eine zeitaufgeloste Spektroskopie betreiben, nutzt man
gerne Dye-Laser, da ihre Wellenlange kontinuierlich durchstimmbar
ist. Weil hier kurze Relaxationszeiten auftreten, kommt es nicht zur
Bildung dieser Spikes, und der Idealfall A kann realisiert werden. [1]



9.2. Q-Switch [z

9.2.1. Prinzip der Gliteschaltung

Betrachtet man den optischen Resonator, so finden sich verschieden-
ste Ursachen fur Verluste. Um die induzierte Emission auf bestimmten
Moden zu erlangen, mul3 die Speicherfahigkeit fir diese Moden
besonders grof3 sein, bzw. die Verluste dieser Moden sollten klein
sein.

Laserpuls
il
Schwelle
AN
Pumppuls -
s &
...__.-' L T = -\.:;'; ..

Abb.9.2. Prinzip des Riesenpuls

Um die ,Qualitat" eines Resonators bezlglich einer Mode k zu erfas-
sen, definiert man die sogenannte Resonatorgute Q als Verhaltnis der

in der k-ten Mode gespeicherten Energie E zum Energieverlust pro

Schwingungsperiode der Resonator Eigenfrequenz w.

W
Qe _ 1,
dw, /dt Yk

Um nun einen leistungsstarken Puls durch einen Blitzlampen-
gepumpten Laser zu bekommen, wird bis zu einem Zeitpunkt ty die

Verlustrate y durch einen optischen Schalter im Resonator kiinstlich
hochgehalten. Dadurch wird die Schwelle trotz ausreichender Beset-
zungsinversion nicht erreicht, da nie gentugend Photonen fir das
Anschwingen der Mode vorhanden sind. Zwar werden durch spontane
Emission immer einige Photonen gebildet, aber da nie der Threshold
erreicht wird, kann das obere Niveau auch nicht entleert werden. So
baut sich bei einem Pumppuls eine grof3e Inversion auf, die sich dann
wenn der optische Schalter geoffnet wird, sehr schnell entleert.
Dadurch kommt es zur Entstehung des Riesenpuls (Abb.4).

Hierbei werden Dauern von 1-20 ns, und je nach Lasertyp, Leistungen
von 10°-109 W erreicht.



9.2.2. Mechanische Schalter
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Abb.9.3. Mechanischer Schalter und Triggerpuls

Einfachste Methode einen gltegeschalteten Pulslaser zu kon-
struieren, ist einen mechanischen Schalter zu verwenden, beispiels-
weise einen rotierenden Spiegel, der das Licht passend auskoppelt
(Abb.5). Der Drehspiegel 16st hierbei bei einer bestimmten Stellung,
kurz bevor der Laser anschwingt, einen Triggerpuls aus, der die
Pumpquelle dazu bringt einen Pumppuls zu ziinden. Anstatt des dre-
henden Spiegels ist ebenfalls ein Aufbau mit drehendem Prisma
maoglich. Nachteil dieser Technik ist, das die Pulsdauer von der Dreh-
frequenz des Motors unter dem Spiegel abhangt, und nicht kurz
genug ist.

9.2.3. Elektrooptische Schalter

Eine weitere Mdglichkeit eine Guteschaltung zu realisieren ist der
Einsatz eines elektrooptischen Mediums, das als Schalter in den
Strahlengang innerhalb des optischen Resonators eingebaut wird.
Das hier verwendete Prinzip geht auf zwei elektrooptische Effekte
zuruck, den Pockels-, und den Kerr- Effekt.

9.2.3.1. Pockels Effekt, linearer elektrooptischer Effekt

Einige anisotrope Kristalle werden durch Anlegen eines aul3eren
elektrischen Feldes doppelbrechend (Bsp: Kaliumdihydrogenphos-
phat). D.h. ihre Brechzahlen sind fiur unterschiedliche Richtungen
verschieden. Dies kommt daher, das bein Anwesenheit eines
(konstanten oder niederfrequenten) elektrischen Feldes, die Dielektriz-
itatskonstante e eines Mediums von der Feldstarke E abhangt. Legt
man also eine Spannung U an die Elektroden einer Pockelszelle, so
dreht diese die Polarisationsebene einer einfallenden linear polarisi-
erter Welle um einen Winkel « proportional zur angelegten Spannung
U ist:
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Abb.9.4. Elektrooptischer Schalter mit Polarisator

Man baut nun einen solchen Kristall zusammen mit einem Polarisation-
sfilter in den Resonator. Diese werden so eingestellt, das bei
angelegter Spannung die Polarisationsrichtungen von Filter und Pock-
elszelle gegeneinander verdreht sind. Dadurch wird alles Licht im
Strahlengang ausgekoppelt, und es kann keine Laseraktivitat
zustande kommen. Um nun einen Laserpuls zu erzeugen, schaltet
man die Spannung ab, wodurch die Polarisationsebene um a=90°
gedreht wird. Die Polarisationsrichtungen stimmen nun Uberein, und
fur dieses Licht ist der Polarisator durchlassig. Um den Schalter
wieder zu schliel3en schaltet man die Spannung wieder an (Abb.6).
Ein analoger Aufbau ware das Zinden der Pockelszelle mittels Span-
nungspuls (was auch gemacht wird), allerdings geht es schneller eine
Spannung wegzunehmen, als sie anzulegen !

Einen genaueren Einblick in die Vorgdnge beim Pockelseffekt ermogli-
cht eine Phasenverfolgung der beiden Strahlen (siehe auch Anhang
A.4) e und o. Der Effekt der Doppelbrechung beruht wie oben beschrie-
ben, darauf, das Licht mit einer Polarisation senkrecht zur optischen
Achse anders gebrochen wird als parallel polarisiertes:

Ne(E)=na(0) + 1 E

(253)
No (BE)= Ng 0) + o E

Auch hier wird die "Linearitat" sichtbar. Um die Polarisationsebene zu
drehen, mul3 eine Phasenverschiebung von n gefordert werden, was
der Wirkung einer A/2 Platte entspricht. Man kénnte die Zelle auch so
mit Spannung belegen, dal3 nur die Phasenverschiebung einer A/4
Platte hatte, damit erhielte man zirkular polarisiertes Licht, was dem
Sinn des Aufbaus an dieser Stelle nicht zutraglich ware. Die Phasenbe-
trachtung zeigt bei einer Zellenlange L.:

eikz _ aik(ne (E)L)
eikz _ aik(ng (B)L)

Ee—Licht~
Eo—Licht ~
= A¢ = [ne(E)—ng (BE)IKL
= [Ne(0) —Nng (O)] KL — [re —rol KL
=2 — [re—ro] EKL

(254)



Und damit I&f3t sich die Forderung A¢=n nur verwirklichen, wenn gilt:
71' = [re_ ro] Eﬂ- kL

Vid 3 A
[re—rolKL — 2L[re —rol

E, ist das E-Feld, das am Kiristall angelegt werden muf3. Die r; sind
die Materialkoeffizienten des Kristalls.

E,=

(255)

Eine Anderung der Polarisationsrichtung tritt nur dann auf, wenn das
eingestrahlte Licht beide Komponenten, also senkrecht und parallel
zur optischen Achse ungleich Null besitzt.

Ein elektrooptischer Schalter ist die schnellste und verlaB3lichste Art
eine Gulteschaltung zu realiesieren. Die Spannungen die an eine
solche Pockelszelle angelegt werden muissen liegen im Bereich von
1-5kV.[3,1]

9.2.3.2.* Kerr Effekt, quadratischer elektrooptischer Effekt

Ahnlich wie beim Pockels-Effekt wird hier ausgenutzt,das Flis-
sigkeiten mit anisotropen Molekilen beim Anlegen eines E-Feldes
doppelbrechend werden (Bsp:Nitrobenzol).Dies passiert dadurch,das
sich die Molekile in einer bestimmten Vorzugsrichtung im E-Feld
ausrichten,und dadurch wiederum die Brechzahl verandert wird.Allerd-
ings ist bei diesem Effekt zu beachten,das die Drehung der Polarisa-
tionsebene um den Winkel B8 nicht proportional zur angelegten Span-
nung ist,sondern deren Quadrat:

B~U?

Eine Kerr-Zelle kann wie die Pockelszelle mit einem Polarisator in den
Strahlengang eingebaut werden. Die Spannungen die an Kerr-Zellen
angelegt werden mussen liegen deutlich héher, bei U = 10-20 kV. Sie
haben aber einen entscheidenden Vorteil gegentber den Pockels-
zellen: Bei den Pockelskristallen tritt bei hohen Laserleistungen eine
Zerstorung des Kristalls ein, dies ist bei den Flussigkeiten der Kerr-
Zelle nicht der Fall. [3,1]



9.2.4. Akustooptischer Modulator (als Q-Switch)

Bei dieser Schalterart wird in einem transparenten Material mittels
eines Piezokristalls eine laufende Ultraschallwelle erzeugt. Das so
entstandene Gebilde aus Wellenbduchen und Knoten besitzt lokal
veradnderte Brechzahlen, und kann als optisches Gitter aufgefasst
werden. Das Licht im Strahlengang wird nun an diesem Gitter durch
Beugung ausgekoppelt. Zur Erzeugung des Pulses schaltet man die
Spannung am Piezokristall ab, wodurch die Gute sofort steigt (Tafel-
bild). [3]

n~p; Brechungsindex ~ Dichte

Genauer betrachtet fiihrt eine Dichtemodulation zu einer Brechindex-
modulation. Sei A die Wellenlange des akustischen Signals, n der
Brechungsindex des Materials (verlustarm, oft Quarz), und A die
Wellenldnge des unter dem Brewsterwinkel eingekoppelten Lichts.
Dann gilt die Bragg sche Beugungsbedingung mit,

. A
2Asing = o (256)

Der Beugungswinkel ¢ betragt in der Praxis einige Grad. Will man
kurze Schaltzeiten verwirklichen, so mufd der Lichtstrahl in den Kristall
fokussiert werden.

9.2.5. Passive Gliteschaltung (siegmann, wWeber-Herziger)

Die passive Guteschaltung wird mit sattigbaren Absorbern durch-
gefuhrt. Dies sind Glaser, bzw. transparente Materialien, deren Trans-
missionskoeffizient T von der Intensitat des eingestrahlten Lichts
abhangt. Die im Glas auftretenden Verluste entsprechen Absorption-
sprozessen im Glas, d.h. Anregungen vom Grundniveau auf ein
angeregtes Niveau. Fur die Anregungen existiert eine Intensitét, bei
der gleich viele Atome im Grund und angeregtem Zustand sind, die
Sattigungsintensitat.

Trifft Licht einer geringen Intensitat auf den Absorber, so stehen noch
genug Atome zur Absorption zur Verfigung. Bei hoher Intensitat sind
viele Atome im angeregten Zustand, und die Absorptionsfahigkeit ist
deutlich verringert. Dies erklart das Verhalten des Schalters.

Im Strahlengang eines Lasers hat dies praktische Folgen. Durch das
Pumplicht wird der Laser wieder angeregt, aber die Verluste am
Absorber verhindern Laseraktivitat. Das fortwahrende Pumplicht sorgt
fur eine Erh6hung der Verstarkung, sodald erst die zusatzlichen Ver-
luste kompensiert, und dann Uberwunden werden. Der Schalter ist
damit ausgebleicht und durchlassig, es setzt eine Lichtlawine ein.
Wegen ihrer Gréie kommt es zu einer starken induzierten Emission,



und die Atome des aktiven Mediums werden schneller ins Grund-
niveau zurtckgefuhrt, als das Pumplicht sie anregen kann. Man posi-
tioniert den Absorber nahe an einem Spiegel, da sich dort hin und
ricklaufende Welle Uberlagern, und so mehr Intensitat zur Verfigung
steht.

9.2.5.1. Ratengleichung des Absorbers

Eine genauere Beschreibung basiert auf den Ratengleichungen des
Absorbers, mit den Absorberniveaus al, a2,

di Na = —A{Na(t) + Nao} — 20F (1) Na(1), (257)

mit der Inversionsdichte der Absorbermolekdle,
Na = Na2 —Na1 ; Nao = Nag + Nao.

Die Dynamik des Flusses F wird dann durch,

1 T
. diF(t) =[{o (N2 = Np} + oaNa]F(t) — ¢t T/C F(1). (258)

bestimmt, und das oben beschriebene Verhalten prognostiziert (Na<O
sei angenommen).

Allgemein laf3t sich das anfangliche FluRverhalten durch,
1 _
< diF (1) = [AN(0) — 03 Nao — ¢ T'auskoppel | F (D).
beschreiben. Man definiert jetzt,
¢ 1T := AN (0) — 03 Nao — ¢ T auskoppel -

und beschreibt das Verhalten zu etwas spaterer Zeit durch,

202Ny 202AN(0)
th(t):[roJr( T )]F(t).

2 2

2 N . . " n
‘TaA a0 _ 20 FAN(O) >1, so liegt ein sog. "second treshold
a 0

vor, und der Absorber funktioniert als Q-Switch.

Wenn nun

9.2.5.2. Séttigung des Absorbers

Anstatt die zeitliche Dynamik wie in 9.2.5.1. zu betrachten, macht es
auch Sinn den Absorber im stationaren Fall zu untersuchen. Dann
lassen sich Abhangigkeiten von der z-Komponente erkennen.

dl=——2 1@z
1+

Is

(259)
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Aus dieser Formel laf3t sich der etwas Ubersichtlichere Ausdruck,

| |
In2£ = gL +1- 28 (260)

ein ein

herleiten.

9.3. Modenkopplung [z

9.3.1. Prinzip

In einem optischen Resonator schwingen im einfachsten Fall mehrere
Moden gleichzeitig, solange keine bestimmte Frequenz durch Hilfsmit-
tel ausgesucht wird. D.h. der Laser befindet sich im Mehrmoden-
betrieb, wobei allerdings keinerlei festdefinierte Phasenbeziehung
existiert. Die Intensitat eines Ausgangsstrahls erhalt man als Addition
der Einzelintensitaten der verschiedenen Moden. Wére es also
maoglich eine feste Phasenbeziehung zwischen den Moden zu erz-
ielen, so wiirde die Uberlagerung der Einzelintensitaten genau ultra-
kurze Pulse ergeben.

9.3.2. Aktive Modenkopplung

9.3.2.1. Prinzip der Modenkopplung

Betrachtet man einen herkdbmmlichen Laser, so schwingt dieser, wie
bereits erwadhnt auf mehreren Moden. Dieser Effekt wird dadurch
verringert, bzw. verhindert, das modenselektive Elemente in den Reso-
nator eingesetzt werden. Ein solches Bauteil ist beispielsweise ein
Etalon, eine Art Fabry-Perot Anordnung planparalleler Glassplatten,
welche nur bei bestimmten Wellenlangen Transmissionsmaxima auf-
weist. Kennt man diese Maxima, so kann man sich aus dem
durchlaufenden Strahl eine Mode aussuchen. Die Uberlagerung
mehrerer axialer Moden laf3t sich durch

M
1 o
E) = Z > Em ei¥m+iwormdn)t | ¢ ¢ (261)

m

darstellen. Aw ist der freie Spektralbereich des Stehwellenresonators,

C
Aw =27 —
2L



Im Normalfall wirde eine statistische Verteilung der Phasen vorliegen,
was einer zeitlichen Fluktuation von I(t) gleichkommt. Die Etablierung
von festen Modenbeziehungen ist der entscheidene Schritt, z.b.

®m — ¢m-1 = @ = const. ; &y, = const. (262)

Im Gegensatz zum normalen Multimodenbetrieb stehen diese Moden
nun in einer festen, durch den Modulator vorgegebenen Phasenbezie-
hung. Die Gesamtamplitude kann nun als Addition der Einzelampli-
tuden &n, bestimmt werden, wobei gilt:

sin[ M (Awt + @)
E®) = Eg |3 (ot+o)

i(wot+¢n)
Sin[ Aita ] e'“o 0’ +c.c. (263)

Interessant ist allerdings der Term, der die Amplitude beschreibt. Sein
Quadrat ergibt die transmittierte Intensitat, die im Folgenden fur M=4
und M=24 geplottet ist:

sm[i @t+ 1) 2
Py = Plot[{ W } {t, 0, 5}, PlotRange — All, AxesLabel - {"t", "I(t)"}];
Sin| 2#+L
2

Sin[2—24 3=+ 1) 2
Py = Plot[{ W } {t, 0, 5}, PlotRange - All, AxesLabel - {"t", "I(t)"}]:
2
Show[GraphicsArray[{Pq, P>}]]
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Abb.9.5. Zeitverhalten des Outputs bei Modenkopplung

Allerdings sind normalerweise nicht alle Modenamplituden gleich, wie
in (258) angenommen, sondern unterschiedlich. D.h. der entstehende
Pulszug beinhaltet starke und schwache Pulse. Je nach Anwendung
ist es aber wichtig einen einzelnen Puls aus dem Zug zu nutzen.
Dieser kann mit einer Pockelszelle selektiert werden, und zwar in
einem ahnlichen Aufbau wie beim Q-Switch, nur das in diesem Fall
die Zelle ausserhalb des optischen Resonators angebracht wird.

Der Pulsabstand entspricht der Umlaufzeit im Resonator,

2 1 2L .
the1 —ty = AT = = = = Umlaufzeit. 264
N+l TN Aw AVESR C ( )

Die Breite eines einzelnen Pulses ergibt sich aus dem Frequenzinter-
vall, das den Pulszug auslost,
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1 2 (

:E:MAw' )

Av ist das Frequenzintervall, in dem Moden anschwingen. Mit Blick auf
die Verstarkung werden Medien mit einer groRen Verstarkungsband-
breite gefordert.

TP

9.3.2.2. Allgemeine Modenkopplung

Die Wiederholung von Pulsen des zeitlichen Abstandes T fuhrt zu
einer axialen Modenstruktur. Jedes zeitlich periodische Signal E(t)
|&Rt sich in der Form,

N-1
Et) = Z E (t—nT) (266)
n=0

schreiben. Uber eine Fouriertransformation gelangt man in den Fre-
guenzraum, und erhélt dort,

E(w) = Zfe—iw‘ E (t—nT)dt=

. . . (267)
Ze"”‘“T fe"“)(t‘”T) E (t—nT)dt= ?(w)Ze"”“’T
Eine Auswertung der Summe ergibt schlief3lich,
_ _ sin TNw/ 2 \2
Ew)?=|E () (—) : 268
e Y (268)

Und fur den Grenziubergang N—oo erhalt man eine Deltafunktion an
der Stelle:

2mm
C()m = _I_

Die Form des Pulses bestimmt die Einhiillende | E (w) |, So z.b.

(269)

2
E(t)=e 2 = Ar=FWHM =7v2In2
v2In2
E=e™"" 5 Ay = FWHM =
T

Mit Gausschen Pulsen |3t sich gut rechnen.



9.3.2.3. Dauerstrich gepumpter aktiv modengekoppelter Laser

Ein homogen verbreiteter Laser wirde wegen des Gain-clampings
normalerweise auf einer (oder wenigen) Moden oszillieren. Der Modula-
tor transferiert Anregung in sonst nicht lasende Moden, die verstarkt
werden und von denen ihrerseits durch den Modulator Seitenbander
erzeugt werden. Die Anzahl der beteiligten Moden ist u.a. limitiert
durch die endliche Verstarkungsbandbreite.

Im Zeitbild betrachtet, wird ein sich entwickelnder Puls zunachst
verkirzt durch die Modulatortransmission. Dem entgegen wirkt das
Verstarkermedium, welches eine geringe Frequenzbreite fordert.
Wegen der grol3en spektralen Breite kdnnen kurze Pulse nicht gut
verstarkt werden. Es entsteht ein gaul3féormiger Puls.

In  einem modengekoppelten Ringlaser wirde der Puls
zirkulieren,wobei die Pulsform entlang eines Umlaufs veranderlich
sein kann,aber nach einem Umlauf reproduziert werden muf3.

9.3.2.4. Akustooptischer Modulator

Wie beim Q-Switch wird hier ein akustisches Element verwendet,
allerdings mit dem entscheidenden Unterschied, dal3 nun eine akus-
tische Stehwelle verwendet wird. Von der eingekoppelten E-Welle Ej,
bleibt der ungebeugte Anteil Eq Ubrig, und die gebeugten Strahlen.
Somit laf3t sich ein Transmissionskoeffizient definieren zu,

; Eout (1)
t @) = : 270
Ein (t) ( )
Die akustische Stehwelle 143t sich als Amplitudenmodulation,
t'(t) = 1-7(1-cos2) (271)

darstellen. Fiir eine monochromatische Eingangswelle Ej, ~ €t ist
Eout N (1 _ {) eiwt + g ei(w+20)t + g ei(w—ZQ)t (272)

Die hinteren Terme stehen fir die Seitenbander bei w+2(). Die Leis-
tung dieser Seitenbander ist proportional zu /2.



9.3.2. Passive Modenkopplung

Bei dieser Variante nutzt man statt des Modulators einen sattigharen
Absorber im Resonator. Wird nun mit einer Pulsquelle gepumpt,
laufen kurz vor Erreichen des Threshold Fluoreszensphotonenlawinen
durch den Resonator. Da der sattigbare Absorber nichtlineare Sattin-
gungseigenschaften besitzt, wird immer die starkste dieser Lawinen
iIm Absorber am wenigsten geschwacht. Genau diese Lawine wird
dadurch immer grof3er, unterdriickt die schwacheren und erfahrt im
aktiven Medium die grof3te Verstarkung. Man erhélt somit einen reg-
ularen Pulszug, der bei Fourier-Analyse das Spektrum der Resonator-
moden wiederspiegelt.

Das Zeitprofil des resultierenden Pulses hangt von den Relaxation-
szeiten des Absorbermaterials und des aktiven Mediums ab. Um die
schwécheren Photonenlawinen effektiv zu unterdriicken wahlt man als
Absorber meistens Materialien deren Relaxationszeit kirzer ist als die
Umlaufzeit im Resonator.[1,3]

Farbstoffe wie Methylenblau, DODCI (Diethyloxadicarocyanin) oder
Polymethinpyrylin sind typische sattigbare Absorber, mit Relaxation-

szeiten von 10°9 s bis 1010 s, Man sieht, das bei Farbstofflasern
auch im aktiven Medium eine nichtlineare Sattigung mdglich ist.

9.3.3. Kerr-Lense Modenkopplung

Bei dieser, relativ neuen Variante nutzt man wieder den Kerreffekt
aus, diesmal im aktiven Medium. Trifft ein raumlich z.b. gau3férmiger
Puls auf das aktive Medium, so ist der Brechungsindex am grof3ten,
wo die Intensitdt am grof3ten ist. Das heil3t rund um den Maximums-
bereich wird das Licht stark gebrochen, weiter auf3en weniger. Dies
entspricht einer Fokussierung. Setzt man direkt hinter das Medium
eine Blende, so wird nur der am starksten fokussierte Teil des Lichts
durchgelassen. Anschaulich entspricht dies einem séttigbaren
Absorber. Es entstent im Frequenzspektrum nun ein sauberes
Gaulprofil.

9.4. Ultrakurze Pulse [si]

Alle bisherigen Verfahren stellen Eingriffe in den optischen Resona-
tors eines einzelnen Lasers dar. Daher ist es sinnvoll, Kombinationen
von Methoden zu betrachten, die noch kiirzere Pulse erzeugen.



9.4.1. Synchrones Pumpen

Beim synchronen Pumpen nutzt man einen aktiv-modengekoppelten
Pulslaser als Pumpquelle eines Farbstofflasers.Die Farbstoffsubstanz
zeigt, ahnlich wie ein Absorber Sattigungseffekte. Dadurch fallt die
Inversion, kurz nachdem sie Uber den Schwellenwert kommt und Laser-
emission beginnt, sofort wieder ab. Ein so emittierter Laserpuls ist
wesentlich kirzer als der Pumppuls.

9.5. Pulspropagation in dispersiven Medien  [1j[s1j

9.5.1. Dispersion

Alle Materialien zeigen einen frequenzabh&ngigen Brechungsindex
n(w), die Dispersion. Ein normaler Puls propagiert mit der Gruppenge-
schwindigkeit v,

d
V= d—i: (273)
E~& ei (wt —kz) (274)

nicht zu verwechseln mit der Phasengeschwindigkeit Vphase die fur
jede Phase unterschiedlich ist. In einem Medium mit Brechungsindex
n(w) muld der optische Weg berticksichtigt werden, f= n(w) k

B dw B d(%n(w)) _1_d_u)
B d(% nw) dw T dg

Interessant ist vor allem das Zeitverhalten des Pulses. Er wird
verbreitert.

(275)

Aw

Sre L 1 1 L dv
= — -
V(u)—ﬂ) V(u)+AT‘”) V(w)? dw

dv-1 d2
Aw=-2nr —'8 AvL
w dw?

=-L

Uber diese Gleichung definiert man den Dispersionskoeffizienten D,),

d2
D,,:27rd—W'§ (276)
A3 d?2n A2
T2 daz ¢ *

Man spricht auch von "Group Velocity Dispersion”, GVD.

Das zeitliche Auseinanderlaufen nimmt nach
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D, L (

B 2 At )

fur kirzere Pulse zu. In Glas findet man fir A=800nm ¢t = -16fs

s 12

or =

{siehe auch Graphenim Schillerscript}

9.5.2. Pulspropagatin eines Gaul3-Pulses

Eine einfache Betrachtung der Propagation eines Pulses, wiurde
anschaulich folgendes Bild ergeben,

E= el @c?

wobei ein Gaul3puls entlang der z-Achse lauft. Natdrlich sind z und t
Uber die Geschwindigkeit verknipft. Man beachte das die allgemeine
Gaul3kurve einer Funktion f(x) der Form,

_ x=p)?
e 402 (278)

f(x) =

oV2nr

genugt. Der Normierungsfaktor wird im folgenden weggelassen, und
die Abweichung o, die ja die Breite der Glocke angibt wird Uber,
o =VTI mitI bezeichnet.

Zunachst mul3 ein Anfangspuls vorgegeben werden, in diesem Fall als
Beispiel ein Gauf3profil im Zeitraum, und einem periodischen Anteil
der Form,

Ein(z,1) = Re (e‘th e o t),

E

t

wobei zu dem Gaul3term noch zu sagen ist, das I" eigentlich die Zeit-
konstante darstellt, F:iz, und desto kleiner =, umso schéarfer die
T

Verteilung.

Von einem solchen Zeitprofil kbnnen wir das Frequenzspektrum mit-
tels Fouriertransformation darstellen,

. 2
Einlw] = FourlerTransform[ae‘r*t —hogHt ) a)],



 (w-wg)?

e 4T
= Ein (@) = ———

V2T

Im Frequenzraum entsteht ebenfalls ein Gausspaket. Schickt man den
Puls durch ein dispersives Medium, so gilt hinter dem Medium,

Eqyt (w)~e Bt e—(w—wo)z J4sT)

Zuriick kommt man mittels Fourierriicktransformation, doch zunachst
wird der Phasenfaktor 3 mit Taylor entwickelt, mit einem By = B(wp):

_ dg d?
B(w)= Bo+ deo (w—wo) + 21 da2 (w — wo)
und mit der Definition von D,, folgt daraus,
B =Fo+ = 4z D )? (279)
w) .= Po v w — W > onx w —Wwo) -

i i . Dy L
= Eout (w) = ool gl v Lw-0p) gl Zo (w-0p)? -F (-0p)?  (280)

o Eou(t, 2) = e F@o)L gt-LM? Tout glupt (281)

Die Propagationsgeschwindigkeit des Maximums ist v. Fur die Linien-
breite T" gilt ein Transformationsgesetz das sich aus einem Koeffizien-
tenvergleich innerhalb von (276) ergibt. So fasst man lediglich die
Vorfaktoren des (w — wg) Terms zusammen,

1 1 .DL

rout r V4

(282)

3 r i D,LT'/x
1+, LI/7x2  1+(D,LT/n)
Nun kommt man zum eigentlichen Problem zurtck, die zeitliche Verbre-

iterung des Pulses, (man hatte gar nicht mal transformieren mussen).
Denn es gilt schlie3lich, T'yy= und damit kann der Realteil in

= lout

> T (firreellesT)  (283)

1
Toutz
(279) damit identifiziert werden, wenn man I' entsprechend auf r
umschreibt,

Tout =7y 1+ (Dy LT /)2 (284)
Fur die FWHM gilt andererseits,
Atr=1V2In2,

womit 7 flr grof3e Verbreiterungen genéhert wird:
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D, L ‘_ v2In2 |D,|L

Tout = ‘
7 ATjnitial

T

Eine solche Verbreiterung wirkt sich dann wie folgt aus:

2

ft, ) = Exp[ ~0.1 |]

2+ (1+ (29

mxd

0.6
0-4Amplitude
0.2

Abb.9.6. Zeitliches Pulszerlaufen entlang einer Strecke |

9.5.3. Dispersionskompensation

Die GVD innerhalb eines Laserresonators wirkt sich pulsverbreiternd
aus, d.h. es ist erstrebenswert, diesen Effekt so gering wie méglich zu
halten. M.a.W., normalerweise ist die GVD positiv, und nun sucht man
ein Bauelement, das eine negative GVD besitzt. Hierflir stehen einige
Elemente zur Verfligung.

9.5.3.1. Prismen

Es ist moglich einen Satz von 4 Prismen so zu konfigurieren, das eine
negative GVD resultiert.

Das erste Prisma wird unter dem Brewsterwinkel zum Strahl gestellt.
Dadurch werden Verluste minimiert. Der Strahl sollte mdglichst die
Prismenspitze treffen. Durch die Dispersion wird das blaue Licht
starker gebrochen. Rotes und blaues Licht treffen also unter ver-
schiedenen Winkeln auf das zweite Prisma.

Blau und Rot treffen in verschiedenen Hohen auf das zweite Prisma.
Der Aufbau ist so gewahlt, das blau und rot hinter dem zweiten Prisma
parallel laufen. Der Trick liegt darin, das das rote Licht (bzw. eine
ganze Wellenlangenverteilung) einen langeren Weg durchs Prismen-
material zurticklegt, und da dort eine geringere Lichtgeschwindigkeit



vorliegt, wird der rote Strahl verzogert. Durch Verschieben eines Pris-
mas senkrecht zur Grundflache kann die GVD eingestellt werden.
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