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Vorwort

Ein jedesMal wenneine Prifung bevorstehtseheich mich nahezugezwungereineZusammen
fassungdes Prifungsstoffs zu schreiben.Da diese Arbeit nicht umsonstsein soll, werden
samtliche meiner selbstgeschriebenemexte tber meine Webpagewww.mndevelopments.de
verdfentlicht und dort zum DownloadangebotenDa die heutigeQualité& der Textviewersehr
hochist, und mit demPDF Formatein Standardzur Verfligungsteht, Textesystembergreifend
zu publizieren,machteskeinenSinndasgesamtéDokumentauszudruckernVielmehrhoffeich,
daR die SuchfunktionereinesAcrobat ReadergdiesenText wie eine Datenbankdurchstdern,
und manhier die Quintessenzlesserfindet, waswirklich erwéhnenswerist. DiesesVorhaben
ist was die ersten 10 Paragrapherangeht allerdings schon gescheitert,sie spiegeln den
"vollstéandigen!" Stoff der Quantenl Vorlesungwider. Spdestensab dem Abschnitt 11 tber
Vielteilchentheoriewird deutlich weniger Wert auf Beweiskettengelegt, als auf Grundlagen
und Definitionen. Gleichesgilt fir die relativistischeQuantenmechanilkdie in grobenZigen
auchdie wichtigstenRechnungemnthdt.

Durch dasgesamteSkript ziehensich farbigeHervorhebungendie ich seitdemerstenSemester
konsistentnutzeum mir selbstgewisseDinge klar zu machenDabeihandeltes sich nicht um
strengeKonventionen sondernvielmehrum einewillkiirliche Hervorhebungron interessanten
Aspekten.Die Farbwahlder Uberschriftendagegerist systematiscmachQuanten! (grin) und
Quantenll (blau) eingeteilt. 815 ist dabeiein Sonderfall,da der Stoff beidenVorlesungen
zuzuordnerist. 816 und 817 stelleneine Uberschneidungler VorlesungLasertheorieund der
Quantenl| Vorlesungdar,undsinddaheram Endepositioniert.

Die Auswahl und Anordnung der Kapitel entsprichtder Vorlesungen.Einige Uberschriften
wurdenmit einem* versehenund kennzeichnerAbschnittedie entwederzum bessererver-

sténdnis, oder zur Erweiterungdes Tellerrandeseinbezogenwurden. (Sie entsprecherden
Teilen,dieich fir meinePrifung nichtwirklich gelernthatte:-)).

Ab diesemVorwort werden 81 und 82 nocheinengrof®en Textanteilenthaltenderjedochmit
zunehmenderKapitelzahl immer weniger wird, da eine kurze und knappe Formulierung
platzsparendeerschien.Durch die erstenzehn Paragrapherziehensich "Was ist der Sinn?"
Texte, die kursiv gekennzeichnesind, und die Theorie nochmalsveranschaulichersollen.
Auch ihre Anzahlnimmt kontinuierlichab, da die Schwierigkeiterin denAnfangenundin der
Gewthnungandie Quantentheoriéegen.

MarcusNeuer
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§ 1 Die SchralingerGleichung

Die Quantenweltuindihre Postulate

1.1 Quantisierung der Wirkung
Wiekommtmanin wenigenZigenauf die Grundideeder "Quantisierung"?

Erstesindiz fir eine Quantisierungstellendie Emissionslinienvon Atomen dar. Die Balmer
Formel beschreibtbeim Wasserstoffatondie Energiedifferenzwischendem angenommenen
ntenund mtenNiveaus,

1 1).

E=rw=R/(5 -

D

Eigenartiger Weise scheint eine solche Formel, in der Ry eine zun&hst uninteressante
KonstantensammlunigeschreibtinnerhalbeinesAtoms nur diskreteUbergédnge zuzulassenEs
finden strahlendeJbergédnge bei bestimmtenyon dennatirlichen Zahlenn undm abhégigen
Positionenstatt. Dieswurde natirlich experimentelbeobachtetund nicht Ergebnisirgendeiner
Theorie. Es soll aber als Erfahrungsgrundlagen die Modelltheorie der Quantenmechanik
miteinflielen.

Die zentralenBewegungsgleichungetier Mechanikbilden die Lagrange’schenGleichungen
hier z.b. 2terArt,

d, d d
E(d_qL)‘d_quo o)

die sichauseinerL agrange-Funktion L(q,q,t) aufstellerlassen,

1
L@ab:=T-V=-me-V@. ©)

Mit der Hilfe der Lagrange-Funktioriel3 sich ein Naturprinzipformulieren,daRder gesamten
Physik auferlegt ist, das Hamilton Prinzip. Definiert man eine Wirkung, sprich eine
DimensionEnergieZeit in derForm,

S- f Ldt, @

5S = 0. (5)
Damit ist die erste Ableitung also Null, und es liegt ein Maximum oder Minimum vor,

vorausgesetatie Randbedingungind vorherentsprechendérmuliert. In Wortenbedeutedas
Hamilton Prinzipdies:

sogilt stets,

Die Natur maximiert stetsdie Wirkung .

Diesist eineErfahrungstatsachend kanndahernur als Prinzip formuliert werden.Interessant
ist eine Betrachtungder WirkungsfunktionS. Was kann allesin der DimensionEnergieZeit
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geschriebenwerden ? Z.b. das Produkt von Impuls und Ort, wie man leicht durch eine
Einheitenbetrachtungereigenkann. Die Idee der Quantenhypotheseon Bohr scheintjetzt
klarer. Man nimmt an, da3die Wirkung selbstkeine kontinuierlicheGrdi3e, sondernvielmehr
in viele kleine Miniwirkungengestickelt ist.

Bohr ging nun von einer Quantelungeben dieser Wirkung aus, und formulierte seine
Quantisierungsbedingurais,

fpdq = nh. (6)

Hier ist ne N, p dergeneralisiertdmpuls, g der Ort, und h eine Konstante die Wirkungsquant
heild. Dasist abergenaudie Idee,daman nur noch Wirkungsstickchenzuld3. Daherauch

der Nameder Konstanterh, Wirkungsquant. Man kannsich (6) als die Einpassungtehender
Wellen in eine Kreisform vorstellen. Damit die Welle stetig geschlossemwird, kénnen nur

diskrete Wellenl&ngen zugelassemerden.Dies soll nun explizit gerechnetverden,denndas

Ergebnisdaswir herausbekommesollten kennenwir bereits,esist die obenstehendeBalmer

Formel,die zumindestAnsatzweisem Ergebniswiederzuerkenneseinsollte.

Anschaulichbedeutetlie Quantisierungler Wirkung im Fall desDrehimpulses,

27 27r
f Ldy = ma’wde = Meaw «21 = nh. @)
0 0
Aus derKrafterhaltungfolgt,
1 €&
drey ap2’
1 &

dreg a2me’

ma, w? =

= W =
undfur denRadiusa, gilt dann,

€0
Mg €2 (®)

Fir n=1, also die erste Bahn ergibt dies den BohrschenRadius. Eingesetztin (7) und
umgeformtnachw = ¢ ergibtsich,

an:nZhZ

. ame
T ®

undfur die Energieergibtsich,

E:_a|1‘1bn_—_’ (10)

Ej=—— (1)

Damit ergibt sich eine wichtige Voraussetzungdie die Theorieder Quantenmechanikrfiilen
muf3 wenn sie den Ansprucherhebenwill, richtig zu sein. Sie mu3 flir dasWasserstoffatom
eineAbhéngigkeitderForm,
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1
e~z
erflllen. Spder zeigt sich, dalR dieses Ergebnis direkt aus der Lésung der Schrdainger

Gleichungfolgt, die im n&hstenAbschnittmotiviertwird.

1.2DasTor zur Quantenwelt

Das Durchschreiterdes Tors zur Quantenwelterforderteinige drastischeAnderungenin der
AnschauungdlerphysikalischeRealita.

Wir definieren y(x,t) als eine komplexe Funktion, die einer Wellengleichung genigt.
Mikroskopische Teilchen, wie z.b. das Elektron, werden nicht mehr klassischals Teilchen
interpretiert, sondern vielmehr durch eine solche Wellenfunktion ¢ identifiziert. i sei
zusdzlich sodefiniert, daBihr Absolutquadratie AufenthaltswahrscheinlichkettesTeilchens
beschreibt,

P~y t) 2. (12

Esfehlt nur nocheine Gleichung,die die zeitliche Entwicklungder Wellenfunktionerfaf, also
die Fortbewegungles"Teilchens",dasjetzt ja schonkein Teilchenmehrist. Eine Méglichkeit
waére natirlich die bekanntéVellengleichungzu nutzen,

1

- S aty=o0. (13

V2
DieseGleichungist sowohlin Zeit, alsauchim Raumvon zweiterOrdnung,und mitunterist es
schwerdas Anfangswertproblenzu formulieren. Daher stellt man einige Forderungeran die
Grundgleichungony.

Die Wellengleichungvon ¢ soll von ersterOrdnungin der Zeit sein. Sie darf nur 8y als
zeitlicheAbleitungenthalten.

Siesoll komplexsein.

Siesoll einepartielleDifferentialgleichungsein.

Nehmen wir an, wir hé&ten diese, alle Kleinstsysteme beschreibendeGleichung bereits
gefunden, dann mufl man zwangsléfig fordern, daR fir makroskopischeSysteme die
Quantentheorian die klassischeTheorie Gibergeht.Das wirft aberwiederumeine Frageauf,
namlich die nachdemUnterschiedrzon der QuantenwelundderKlassischerwelt.

In einerTurnhallehdngenMedizinbdle an Seilenbefestigtvon der Deckeherab.Schaltetman
dasLicht aus,so bestehterst einmal keine Méglichkeit herauszufindemwo die Béle héangen.
Nimmt man jedoch einige Basketblie, und wirft sie durch die Halle, so kann man an dem
Reflektionsverhalterder Béle feststellenob man einen Medizinball vor sich hat, in dem
Momentwo man sich dariber klar wird, ist das Ergebnisaberschonfalsch, denndurch die
Kollision mit dem Basketballschwingtder Medizinball um seinePosition,die also prinzipiell
nichtscharfmefarist. Diesekleine Geschichtdiihrt auf die,
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KopenhageneDeutung

Der Beobachtereinesquantenmechanische®ystemswechselwirktso stark mit dem System,
dafkeineunabhagige ExistenzdesSystemsnehrvorliegt.

1.3 Aufstellung der Schradinger Gleichung

1.3.1Plausibilitdsbetrachtung

Durch Ausprobierenkann die Schrilinger Gleichung mit obigen Forderungengefunden
werden.Wir definiereneineWellenfuntkiony,

H 2
W (X, 1) = sin{i (kx — wt)} = sin{% (px— Zp—mt)}.

Danngilt durchAbleiten,
o P 2, _ 82, _ i
atlp__%—Zm’ Vo = Ox zp_ﬁp

Uber p? gleichsetzerfiihrt auf die potentialunabhigige SchridingerGleichung,

) W,
in ey (1) = 5= V2. (14

Diese kurze Betrachtung zeigt, dal3 einer periodischen Funktion s eine komplexe
Ausbreitungsgleichungugeschriebewerdenkann.

1.3.2Interpretatiorvony

Ausgehendvom berthmten Doppelspaltversuchbei dem Elektronen auf eine Blende mit
Doppelspaltfallen, und derenInterferenzmusteuntersuchtwerden,kanny, gedeutetwerden.
Schlie®@ man einen Spalt, so erhdt man auf dem Schirm eine réumliche
Wabhrscheinlichkeitsverteilunglie sichnatirlich durcheinelntensitésverteilungaufiert.

Die Wellenfunktiony liefert damiteineWahrscheinlichkeitsverteilung

e, = [y H?. (15

Der Doppelspaltziehtein Interferenzmustenachsich, dal3dannalsoauszwei Funktionys; und
Yo zustand&kommt, mit

pr Y= g+l
UberraschendeResultat tats&hlicher Messungenist dabei, daR eine Messung dasselbe
Interferenzmusteergibt,auchwennnur ein einzigesElektrondenDoppelspalpassierte.

1.3.3HeuristischeHerleitung& DasPostulader Schrdalingergleichung

Die wohl einfachsteBegrindung,warumdie Schrdlinger Gleichunggenauso aussehesollte,
findetmanin einemVergleichfolgenderGroizen,
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E= Ekin +V
wirdefir die Energiegelten
E=ixnd,
undflr die kinetischeEnergie,
2 2
P
Bian = 2m ~ 2m

dannwirdeja bereitsdie SchrdingerGleichungallein ausder Energieerhaltungplgen.

0 - _, ,
¥ = {ﬁ VZ+Vy  (Schroedinger Gl., SGL)
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§ 2 Quantenmechanik

Grundlagen Axiomeund Definitionen

Ziel dieses Abschnitts ist eine erste vollsténdige Formulierung der Grundlagen der
QuantenmechanikAuf dem Weg dorthin werden die Operatorenvorgestellt, sowie die
dazugehiige Spektraltheorie.

2.1 Operatoren

Im Rahmender Schrdlinger Gleichunglaf3t sich eine Kontinuité&sgleichungaufstellen.Dazu
verwendeimandie normale,unddie konjugiertkomplexeSGL,

9 —#? .

|hmlp {2m V2+V}lp /*lp,
d —#? .

—|hm :{ﬁ Vz +V}lp /*lp,

und subtrahiertie voneinanderDiesesso eingefihrte Verfahrenist sehrwichtig, und eslohnt
sich, die Schritteim Kopf zu behalten geradeda esbei allen Wellengleichungeriunktioniert.
DaV reellistfolgt,

(9 * ky
m(%” by =

1 ) d
——um:—{ e Wt S WV = S

Formt man mit der Produktregelum, und klammert entsprechendaus, kann man diesen
Zusammenhangusdrigkenals eineKontinuitésgleichung,

p+Vj=0. (16)

Mit demWahrscheinlichkeitsstrom(dichte),

= o VYY) (17)

Wie bereitserwént liefern alle Wellengleichungerder Quantentheoriésrdi3en wie o oderj,
washicht bedeutetdalRdiesestetsgleichausseheh

2.1.1Definition von Operatoren

Mit der in 81 eingefihrten Wahrscheinlichkeitsdefinitiorschreibt man den Mittelwert, im
folgendenErwartungswergenanntals,

<r>:fd3rrp(r,t)zfzp*rwd3r- (18)
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In Wortenwird UberdengesamterRaumintegriert,undfir jedenRaumpunkiie dazugehrige
Wahrscheinlichkeitls Gewichtungsfaktogewdlt.

Bildet mandie zeitliche Ableitungvom ErwartungswertlesOrtes,

d <r>= frat(zp*zp)d%, (19

undreduziertmandieszur Einfachheithalberauf die x-Koordinate soerhdt man,
Oy <X> = fxatp dxdydz
= —fx (V]) dxdydz

:—fxaxj dxdydz

_ hoo Oy oY
_f2mi( ax ax)dXdde

I DVRS R
_flp mi axlpdr'

Der Impuls p=mvnimmtin dieserSchreibweiselie Form,

<p>:m6t<x>:fzp*iﬁvwd3r, (20

an, und daranerkenntman, daf3die Berechnungeinesimpulserwartungswergem Anwenden
einesentsprechendefunktionaloperatorgleichkommt. Aus dem Impulsoperatoifindet man
denHamiltonoperatorH = p?/2m+V,

# wo_,
p=—V — HA=-——V21V. (22)
i 2m

Alle dieseOperatorerwirken zun&hstim Ortsraum.Analog kannein Satzvon Operatorerim
Impulsraumaufgeschriebewerden.

Wasbedeutetdas? Es scheintso, als wére die gesamté'Zustandsaussageh der Funktion ¢
verschligselt. Durch AnwendereinesOperators"entschliselt" mangenaudie Daten, die man
geradebendigt.

2.1.2Selbstadjungiert®peratoren

Da die Operatoreneine Schlisselpositionin der Quantenmechanilkinnehmen,missen wir
einigesiberihre Eigenschafteim Erfahrungbringen.

Ist A ein beliebigerOperatorundgilt

fd3r<A+so)*w=fd3rw*Aw (ad)

soheild A* der"zu A konjugierte" Operator Gilt weiterhin,
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At =A
heil@ A hermitesch, bzw. selbstadjungiert. Spder wird ersichtlich, warum diese
Operatoreigenschaftindamentalvichtig ist fir die Quantentheorie.

H ist ein hermitescher Operator

2.1.3Kommutatoren

Der Kommutator ist ein mathematische®©bjekt, anhanddessendie Vertauschbarkeitvon
Operatorergepriit werdenkann.So vertauscherwei herkdmmliche Vektoren,weil fir siedas
"Kommutativgesetz'gilt. Ein Operatorwie 9y vertauschiabernicht mit x. Um auchdirekt die
Bedeutungvon Kommutatorendeutlich zu machen,sei bereits hier erwéint das sie helfen
werdenDifferentialgleichungenvie die Schrdalingergleichungexaktzu lésen!

Man definiertdenKommutatorals,

[ b] = ab-ba. (kom
Der Antikommutator(wie er erstviel spder bendigt wird) ist dann,

[a b], = ab+ ba

2.1.4Eigenwertevon Operatoren

Fir Operatorerkdénnen Eigenwerteund Eigenfunktionerangeberwerden,gleich denenin der
Algebra.Un soist A ein Eigenwertzu A, wenn

AYp = Aa.
Ya ist Eigenfunktion von A. Den Eigenwertenwird in diesem Paragraphennoch ein
gesonderteAbschnittgewidmet,die Spektraltheorie.

2.1.5Ehrenfest-Theorem

Die Schrdinger-Gleichungst eineGleichungdie eine Zeitentwicklungerfad. Da die Zusténde
s zeitabhégig sind, stellt sichdie FragenachzeitlichenEntwicklungeinesErwartungswerts.

Zuni&hstwird die Schrdalingerin folgendenFormennotiert,
—ihdy” = (HY) & = o (HY)

i (22

indny = HYy © o= % Hy/

Das Ehrenfest-Theorem beschreibt die zeitliche Dynamik des Erwartungswertseines
beliebigenOperatorLQ),

d
& <Q> = g [w Qe

oy ) )
:f (;pt szd3r+fzp*a—?zpd3r+fzp*Qa—lfd3r
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| , |
& fowrudrs [ Ryer- o [worpds

i 0
-+ [rre-qnydrs [y Ry

d i 9Q
G <Q> =7 <HQA>+<—=>. (23

DieseGleichungnenntmanEhrenfest-Theorem.

2.2 Observablenals spezielleOperatoren

Eine Observableist eine mefbare physikalische Grél3e, die das zu betrachtenteSystem
beschreibt. Da beobachtbaresrdiien reell sein missen, kommen nur die Operatorenfur
MelgrolRenin Frage die reelleErwartungswertdaben.

Satzla Hermitesché@peratorerabernreelleErwartungswerte.

Bewels:
<Q> = [rapdrt <Q>= [yrQyds
= Q = Q' = Qisthermitesch

Daransiehtman,daf3nur hermitescheéperatorerreelle Erwartungswertergebensie nehmen
dahereineSchlisselpositiorals physikalischeRepr&entatorerein.

Satz1b: HermiteschéperatorerbesitzerreelleEigenwerte.
Beweis:

w*A¢=8¢*¢=a|w|2

f‘P*A‘PdVZaf|tp|2dV
[f‘P*ASDdV]* =f(AsD)*sodV= a*f|t,0|2dV
f¢*A+90dV=a*f|tp|2dV

A=A* "
— a=a,

undsomitist &R wennA hermitesch.
Satzlc Produkteselbstadjungierte®peratorersind selbstadjungieriyvennsievertauschen.
Beweis:

F=F"; K=K*
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f(Fsz)* edV = f(Ktp)* FredV = fzp* K*FredV = fzp* (FK)* ¢ dV

= (FK)" =K*F" & FK=KF < [K,F] =0.

Bemerkung: SeienS,G,Operatoremit

1
S= > (KF+FK); G=i[K, F],
sosind S,GselbstadjungiertvennK,F, selbstadjungiersind.

WasbringendieseSdze ? Zun&ahsteinmalwurde die Mengeder in Frage kommende®pera
toren fir Observablendrastischeingeschrakt. HermitescheOperatorengelangendurch diese
Festellungenin eine Sonderstellungsie besitzenreelle Erwartungs-und Eigenwerte,und
scheinenals physikalischeObservablenprédestiniert. Die S&ze sind daher wichtig fur das
Fundamentier Quantenmechanik.

2.2.1Heisenbergschegnbestimmtheitsrelation

Ein berthmter, ausder Mathematikder OperatorerherrihrenderEffekt ist die Heisenbergsche
Unschéferelation.Siegilt fur alle () Operatorendie Gleichung(24) erftilen.

SeienkK, F zwei selbstadjungiert®©peratorenz.b. zugeordnetu Observablen)Man definiert
denOperatoM als,

K, F] = iM (249

wodurch M auch selbstadjungiertist. Wenn K und F vertauschenist M Null. Sind die
Eigenfunktionen/ bekanntso sind die ErwartungswertecK> und <F> definierteGrden. Die
Abweichungerdefiniertmanals,

AF=F-<F> und AK=K-<K>.
Auchfur die Abweichungeraldt sichderKommutatorberechnen,
[AK, AF] = AKAF — AFAK
=(K-<K>»)(F-<F>)-(F-<F>» (K-<K»>)

=KF-<K>F-K<F>+<K> <F>-FK+
+ <F>K+F<K>-<F>» <K>
= [K,F=iM
= [AK, AF] = iM. (25

EsbietetsichfernerfolgendeHilfsdefinition an,

N = = (AKAF + AFAK)

N| =

= AKAF = N+ Ii M (20)

Als n&hstesnotierenwir eineUngleichungausder Analysis,die Schwartzsché&ngleichung,
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f|f|2dv-f|g|2de |ff*gdv|2. 27

DasGleichheitszeichengilt, wennf~g ist. Die Unbestimmtheitsrelatioleitet manwie folgt her,
f|(K—<K>)zp|2dV - f|(F—<F>)zp|2dV
37 , 2
> | (K- < K>y (F- < F>)zp}dV|
- | fzp*AKAszdV |2

e |f¢*{N+i§M}zpdV §

2 komplexeZahlen 2

1
Z N>2+[(= <M
|atib|2=a2+b? <N=> +( 2 < >)

i
= <N>+§<M>|

§<M> .

Diese Abschdzungenfuhren schlieftich auf die HeisenberdJnschéfe, in ihrer allgemeinsten
Form,undvorausgesetaial3(24) gilt,

Haubtabschung ( 1 )2

2

<(AK? > < (AF?> > (% <M >) . (HSU)

2.2.20rtsundImpulsmessung

Nachdemdie Unbestimmtheitsrelatiorals Prinzip fir alle Operatorendie (24) erfillen gilt,
wirft dieszweifelsfreidie Frageauf, welcheOperatorerdafir in Fragekommen.

Ausgehendvon der allgemeinenBetrachtungléft sich die Unschéfe mit dem Kommutator
direktberechnen,

[X,p] = in = M =#rL
Die Unschéfe betr@t alsonach(HSU),

(8x)° (4P = (ﬁ)2

N

#
AXAp = >
Letzteresst die allgemeinbekannté=assungler Unbestimmtheitsrelation.
2.3Die Axiome der QM

EinigedernunfolgendenPunktewerdenin denfolgendenAbschnitternochvertieft.

1. Der ZustandeinesSystemswird durcheinenZustandsvektoim Hilbertraumbeschrieben.
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2. Den beobachtbarerGrdlien, den Observablenwerden Operatorenzugeordnetso daf3 die
Erwartungswertéiir Messungemiurchfzp* QpdV = < Q> gegebersind.

3. Die Operatorerder Observablersind hermiteschundvollsténdig.

4. Die Messung einer Observablenfihrt den Zustandsvektor(Wellenfunktion) in einen
EigenzustandEigenfunktion)deszugehdigen Operatordiber.

5. Mdgliche Mefwerte sind die Eigenwerte des entsprechendenOperators. Die
Eintrittswahrscheinlichkeiteines bestimmtenMefivertes ist durch das Absolutquadratdes
entsprechendeBntwicklungskoeffizienteigegeben (spéer wird diesnochersichtlicher...)

6. Die Messungeines maximalenSatzesvon "vertrgglichen" Observablen'prgpariert einen
"reinen” Zustand (Hilbertvektor). (das Wort prapariert nimmt Bezugauf die Kopenhagener
Deutung!)

7<%, Zu "vertrglichen" Observablemgehdenkommutierend€®peratoren.

8*. WenndasSystemnur "schwachprpariert" ist, sprichtmanvon einemgemischterZustand,
der dann durch die Dichtematrix beschriebenwird. (in diesem Fall muf3 die sog.
Quantenstatistilangewendetverden...)

2.3.1Die prinzipielle Melunsicherheit

Ist F eine Observableso entspricht<F> dem ErwartungswertWie in 2.2.1 definiert man die
Abweichungals,

AF=F-<F> (28

und mittlere quadratischébweichungberechnesich zu,

o=4 < (AF? > . (29

Anschaulich sind die MeRwerte um den Mittelwert <F> verteilt, und o stellt eine
VerallgemeinerunglerHWHM dar.

Satz Isty eineEigenfunktionzu F, soverschwinde < (AF)? >.
Beweis:
< (AF? > = f Y AFARy dV = f (ARY)* (ARy) dV

- flAszFdV Lo

(38
- ARy=0 & Ry = <F>.

Dannist <F> Eigenwertzum Operatorf, undy, die Eigenfunktion.

2.3.2Stationd@e Formulierungder SchralingerGleichung

Die SchrdalingerGleichungfur einenEigenzustanaduH lautet,




Quantentheorie 17

HWn = En Ym
undliefert,

Yin = (1)

tn

.0
1% ot =Hy, = Enyn

5 (D =P eTEL (30
Die zeitlicheEntwicklungvony 183t sichabspaltenFernerist o=y (r ,t)|=|y(r)| station&.

2.4 Spektraltheorie

Foi = Ai ¢ (31

Diesist die allgemeinsteEigenwertgleichungwichtig ist, dalF der Operatorist, und A;eR, also
Zahlensind.Die Eigenwerte\; kénnenentwederdiskret,oderkontinuierlichsein.

Satz 2a Wenn zwei Operatoren vertauschen haben sie ein gemeinsames
Ei genfunktionensystem.

Beweis:
[M, F]=0=MF-FM
- MFy = FMy (32
seiFy = fiy undMy = mys nach(40)

> Mfy = (My) = F(My) (33
Damit ist My Eigenfunktionvon F, und umgekehrtAnschaulichbedeutetlies,dalRdie Grdden
M undF gleichzeitigmefbar sind. Die Messungvon F fiihrt dasSystemin einenEigenzustand
von F Uber, was die Messungvon M nicht stdt, da genaudiese Eigenzustéde von F auch
Eigenzustidevon M sind.

Satz 2bi Wenn zwei Operatorenein gemeinsamesEigenfunktionensystemhaben, dann
vertauschemsie.

Beweis

[M, Fl4 = (MF — FM) s = (mf — frm)y " 9°memsamesisSg (34)

Wozuniizt dieseErkenntnis? Sieist ein machtvollednstrumentzur Losungvon Eigenwertprob
lemen, also bei DifferentialgleichungenMan stelle sich dazu nur einen hochkomplizierten
DifferentialoperatorA vor, der mit einemeinfachldsbarenOperator B vertauschtso sind die
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Eigenfunktionervon B auch Eigenfunktionenvon A, und man brauchtdaskomplizierteProb-
lemnichtmehrlosen.
2.4.1EntwicklungnachEigenfunktionen

Ein Zustandsvektory, 18t sich nach dem vollstéhdigen Eigenfunktionssystem(EF-
Entwicklung),entwickeln,

=" e (EPF).
n
und das Absolutquadratvon a,, |a,|? liefert die Wahrscheinlichkeitpzw. Gewichtungdes

Zustandg/m.

Man sprichtvon einemvollsténdigen Eigenfunktionensystemyennes zu jedemy, einenSatz
von numerischerKonstanter{c;} gibt, sodalilt,

Hmo R Rndr =0, (39)
mit,
Rn=4/= ) Catn . (36)
n=0

2.4.20thonormalsysteme

Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators bilden ein vollsténdiges
Orthonormalsystent:ir die Eigenfunktioneryilt,

fwi*w;=6u und f|¢n

Satz Der OperatoH seivon untenbeschrakt,

2dv=1. (37

[y Hy dv N
W > 1, (39

und habe ein diskretes EW-Spektrum,Eq < E; < E; < ... < Ey < ..., und sei nach oben
unbeschrékt. Sogilt,

. Jw Hy dv
1. DasM|n|mum7N*¢dv

2. DasEF-Systenist vollstandig.

> lista)Ey fur beliebigey, undb) E; fir i senkrechtawfi.

Dieser Satz rechtfertigt praktisch im Nachhinein unsere Methode Erwartungswertezu
berechnen.
2.4.3* Schmidtsche®rthogonalisierungsverfahren

Die Orthogonalité von zwei Wellenfunktionenym und ¢ kann fir gewdhnlich so gezeigt
werden,
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[ Fnav = [ta paav 39

und f Ym® R, dV = f (F" ) yndV = f fm ym" Yn dV (40

subtrahieren
f—

0= (fn_fm) flpm* Yn dv. (41)

Tritt jedoch eine Entartung auf, d.h. es gibt einen Eigenwert zu zwei verschiedenen
Eigenfunktionen,

Fnr =fane und  Rfpp = fr iz, (42
so mul3 das sog. Schmidtsche Orthogonalverfahrenangewendetwerden, bei dem eine
"kiinstliche"neuerBasisauseinerLinearkombinatiorder Form,

$n1=tn1 UNd  @np = m1+ Wy, 43
gewdlt wird. Danngilt namlich,

_
flpnl* lan dv .

Abschliel&nd gilt die Aussage hermitescheOperatorerkénnenals Orthonormalbasigenutzt
werden.

[om s av =0 o2~ (44

2.4.5Die Vollstandigkeitsrelation

= Z anyn (diskreteBasig (45)

multipliziert manvon beidenSeitenmit ,*, integriertiber dV, und nutzt die Normalitd so
erhdt man,

f Yty dV = a, (46)

Damit & sich,wiederumiber (44)y darstellerals,
1= [ @I E ) @

&Y= fd%p(r’)Z Y™ () i (). 49)

An der letztenGleichungléft sich erkennengdafl3die hintere Summedasr” im Integral,nach
der Integrationin ein r Uberfthrt werdenmuf Dies ist nur erfilt, wenn die Summedie
DiracscheDeltafunktionerfillt, undsomitergibtsichdie Vollsténdigkeitsrelation,

D dm )y () = 607 =) 49)
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2.4.6Eigenfunktionerdesimpulsoperators

Die Wichtigkeit desImpulsoperatorsnul nicht betontwerden,und so ist es nur verstédlich
sichdie EigenfunktionerdiesesOperatorsiéheranzusehen.

p= ﬁ v, vereinfachenmurf)x = ﬁ 9
i I Oy
. 1 ox
PYy=p & 5 o =Py > Y~e P VpeR (50)
X
Da diesfur alle p ausR Ergebnisder Eigenwertgleichungst, stellt p ein kontinuierliches
Eigenwertspektrundar. Der Impulsoperatohatkein (!) diskretesSpektrum.

2.4.7* DasmathematiscletailierteEigenwertspektrunrdesHamiltonians

hZ
A=_-"_v24v (51
2m
Aye = Eye (52)
1. H ist nachuntenbeschrakt
* HydV
M > ¢ furalley (53
Jyryadv
2. H ist nachobenunbeschnikt
7 HJ dv
M—)oo f[]l’lp—>oo (54)
[ §rdv

Anm.:Eigentlichist bereitsf;ﬂ ¢ dV=1 durchdie Orthonormierung.

3. H habeein diskretesEigenwertspektrum

Eb<Ei=<...<E=.. (55
Danngilt,

Ey, wenny beliebig

n VYT ennyely ) (56)

g [y ypdv

wobeiderUnterraumsichwie folgt definiert,

Uo = {pel? / f Yo" ydV = 0. (57)

Hierfur betrachtetnandie folgendeFunktionalableitung,

1

E. L JyrHyav
o yav

V (6" HY + g Hey) —
[[[av g+ Hop REY

(59)
- f O -+ y* 6 V]
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1
:>6E:W[de5¢*(H—EW+lﬁ*(H—E)&p] (59)

Man definiertnuneineHilfsfunktion

f=H-By (60)
sodaf3fur f=0 folgt, daR s eine Eigenfunktionzu H ist. Fir das Vorliegen eines lokalen
ExtremumsamuRgelten,

SE=0 & f=0, (61)

worausmansieht,dal3diesfur Eigenfunktionenys zuH immererfilt ist. Man kannschreiben,

_ Jur HydV

= 62
Ty av (62
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§ 3 Anwendungen

Die bisher aufgestelltenTheoriesegmenterlauben die Berechnungeiniger Beispiele,allen
voran Potentialtopfund HarmonischetOszillator. Die DiskussiordieserBeispieleist grundleg
endfir eintieferesVerstadnisder Quantenmechanik.

3.1L6sungender zeitunabhangigen SGL

3.1.1GrundlagenZeitseparatiomndDgl.
Ausgehendion derzeitabhagigenSGL,

63 %y = Hy (63

leitet sichdie zeitunabh&gige SGL mit der Separatiorder Zeit her,

yr,h=ymer s (64)
undmanerhdt,

Hy = By
#2 (65

{5 V2+Vg () =By (r)

Hat man einen Satz Lésungen gefunden, so sind auch Linearkombinationenvon diesen
LosungerwiederLésungderSGL,

VD= e T g, (69

mit denKoeffizientenc,,

cnsz<r,t=0>w*(r)d3r. (67)

3.1.2StickweisekonstantdPotentiale Stetigkeitsbedingung

Oftmals lassensich Problemedurch stickweisekonstantePotentialenéhern. Die Behandlung
diesesTyps von Potentialist wesentlicheinfacher,auferdemlart sich die SGL nur fir wenige
Potentialeanalytischdsen.(Im folgendemur 1dimensional@etrachtung).

Daherwird im folgendendie sog.Potentialstufe diskutiert.

Nehmenwir anesexistiertein konstante$otential,

Vofirx>0 ()

VO ={omrx<0

(68)
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dannbefindetsich ein Teilchenmit einerEnergie0 < E < Vy, an der Stellex<0 im erlaubten,
und fir x<0 im verbotenerBereich.Als n&hsteswerdenLdsungenfir diesebeidenBereiche
gesucht.

FalA O<E<V
Formtman(63) um zu,

as

2m

= o =i

(69

Die allgemeind_dsungist,

y=Ado L Be (70

[ 2m

An dieserStelle lassensich wichtige Aussageniber die Losungsfunktionermachen.st E<V,
soist k imagin&, und dasArgumentder Exp.Funktionin (70) reell (!). Ist dagegerE>V, soist
k reell,unddasExponentialargumenst wiederimagind.

Mit derDefinition vonk,

In verboteneBereicherfallt / steigtdie Wellenfunktionexp aboderan.
In erlaubterBereicheriegenSchwingungeror.

Esbleibtdie Frage wasander Stellex=0 passiertDazubetrachtetman,

Xo+e Xo+e

&y 2m
Xo—€ Xo—€

Das hintere Integral ergibt Null, fir e»0, beim Integrierenwird dasvorderelntegral zu einer
einfachenAbleitung,

Xpt+e€
d—lp =0 fire—- 0,
dx

Xo—€
& yiststetiganderStellexg.

D.h. wir missenLésungenfir beideBereiche(l) und(Il) finden,sodal3diesestetigineinander

Ubergehen.

Genau diese Stetigkeitsforderungist fur die "Diskretisierung" verantwortlich. Wie man
ebenfallserkennerkannliegennur fir 0<E<V solchediskretenSpektrervor. Fir E>V befindet
mansichim kontinuierlicherBereich.

Beim vorliegenderBeispiel(68) erhaltenwir die Lésungsfunktion,
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Ae" + Be™  firx <0 (I }
Ce™ + D&% furx=0 ()"

[ 2m [2m
k= 7 E R und « = 7 (Vo— E) E[R, (73)

unddannliefert die Stetigkeitsbedingung,

¥ () ={

(1) A+ B=C "Stetigkeitvony"

(2) ikA —ikB = —«C "Stetigkeitvon dyi

Setztman(1) UberC in (2) ein,soerhdt man,

B i k+«

A k-«
%:1+é“,

und da das Systemunterbestimmist, 183t sich ein Parameteffrei wéhlen. Es empfiehltsich
A=1 zu setzengdannsinddie Losungerbis auf einePhasebestimmt.

g dre™ fiirx<0 (I

(1+eéme™  firx= 0 (||)}’ (74

¥ () ={

Darausist ersichtlich,daReseinevon Null verschieden&Vahrscheinlichkeigibt, dalsichdas
Teilchenim Potentialwallbefindet.

Als n&hsteswird derFall fur E > Vpbetrachtet,
FallB E > Vp

Ae*i X4 Bek X firx <0 (1)
cdkex firx= 0 (Il

2m 2m
k=3 Ee und k= |2 E Voe . (76)

Esist zu beachtendaRE undV in der Klammerdie Positionwechselnweil k, reell seinsoll,
und dasjetzt im Bereich (Il) eine nachrechtslaufendeWelle genutztwird. Der nachlinks
laufendeTeil wird Null gesetzt. Jetzttauchenauch Effekte wie Reflektion und Transmission
auf.

¥ (x) = 8 (75

Die Stetigkeitbringt nundie Gleichungen,

(1) A+B=C,

@ k(A B =k:C,

ausdenerfolgt,

B ki ko C 2Kk
K_k]_-i-kz undK_kl-i-kz’

(72)
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goc ol elax furx 0|
X . , (77)
e e furx 0 |l

unddiesel 6sungstellt daskontinuierlicheSpektrundar.
Die Kontinuité&sgleichungn lautetin diesemFall,

2
i, (79)

i ) (79

2mi
undim 1dimensionaletrall kannmandenStromj im Fall B schreiberals,

i n'f 1 22 furx O
A 2 X gz firx 0
DabeiFall A genauswiel einfdlt, wie ausféit, gilt hier,
j Ofurx O

A2 Ofurx O

Aus diesemBeispielist ersichtlichwie manReflektionsgradind Transmissionsgradefiniert:

B 2
R A2 ;T 1 R
Fir Fall A erhdt man,
R 1undT O,
im Fall B,
kl 2 2 4‘kl k2
R 5 und T 5
ki ka ki ka

3.1.3Potentialtopf

Das n&chstkompliziertereProblemist der Potentialtopf.Er wird nachdem selbenSchemawie
die Potentialstufeberechnetnur dafi es hier zu einer Aufteilung in 3 Bereichekommt, und
ansteigendend abfallendes-Fktvorkommen.

Insbesonderavird deutlich,daRnicht mehralle Schwingungererlaubtsind, sondernnur noch
solchedie, abhéngig von der "Lange" des Topfes,wieder stetig an die Exponentialfunktionen
anknupfen.

Wir definierenzuerstdasTopfpotential,

Vo furx a
\% ofir a x a
Vofirx a

sodafdm erlaubterBereich-a x aSchwingungzustand&ommen.
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DerL6sungsansatwird entsprechendls,

Clex
Csin kx
Ce X
mit 2r2n Vo E und k 2r2n E
lant sichaulerdemschreiberals,
2m
» Vo k2.

Wendetman wieder die Stetigkeitsbedingungean, so muf3 an der erstenstetigenStelle x=-a
gelten,

C,e* Csin kx < a
Cie ® Csin ka (80)
ebensdir die Ableitung,
C; e @ kCcos ka (8
wobei (80) wiederriickwertig eingesetztverdenkann,
Csin  ka kCcos ka (82
kcot ka
2
kcot ka r2n Vo k2. (83
An derandererStetigkeitsstelldei x=a, erhdt man(nachéhnlicherRechnung),
k cot ka 2r2n Vo k2. (84)
BeideGleichungerfihrendurchQuadriererauf die Beziehung,
trig.Bez 1 1
cof ak 1 ,
sit  ak zfn'f/zo 1 (85)

die eserlaubteinenZusammenhangwischender sin Funktionund k zu suchenBei (85) wird
zun&hsteineFallunterscheidungorgenommen,

FallA: sin ak K
2mVy
k
sin  ak
2mVy
k

FallB: sin ak
2mVy
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k
2mVy
Mit dentrigonometrischemeziehungerithrendie die Gleichungervon Fall B auf,

sin  ak

sin ak cos cos ak sin k 86
2mVy ( )
. . k
sin ak cos cos ak sin . (87)
2mVy
Die Phase wird bestimmtdurch,
2n 1
cos 0 " sin 1. (89)
Mit denSubstitutionen,
2
ka, 2a  mVyp'’ (89
schreibersichdie Bedingunger{86) und(87) als,
cos . (90)
Aus (83) und (84) folgt, dal3die Lésungen
tan ak Oundtan ak 0 (92)
erfllen missenMit (90) und (91) ergibtsich,
2n 1
tan . 0 tan O
2
2n 1
tan n2 0 tan O

Plot Cosx,0.1x, 0.1x, x, 10,10

0/5¢

10 - 5 10

0.5}

-1t
JederSchnitteinerGeraderder Steigung mit cos entsprichteinerLésungfir (90). Anhand

von (89) sieht man, umso grdier Vp, also um so tiefer der Potentialtopf,destogeringerdie
Steigungder GeradenunddestomehrSchnittpunktenit demCosinus.
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Es bleibt noch zu beachtendafl3nur die Schnittpunktezugelassersind, fir die (91) erfdlt ist.
D.h.esmuf3gepriit wird obtan wirklich groer alsNull ist.

Fir Fall A wirde die Bedingungentsprechend,

sin ,
lauten.

Fall A repr&entiert den antisymmetrischenfall B den symmetrischenAnteil. Mit diesen
beidenSymmetrieeigenschaftéassersich die Wellenfunktionerallgemeinklassifizieren.

[Elbaz]

3.1.3Die Paritad

Beim Potentialtopfwurde zwischensymmetrischegerade)und unsymmetrischefungerade)
Lésungunterschieden.

EineFunktion heil} gerade, wennim Punktx=0gilt, “(x)=0.
EineFunktion heif ungerade, wennim Punktx=0gilt (x)=0.

Eswird ein Paritdsoperatodefiniert,dessetWirkung wie folgt festgelegist,

fur geradd-unktionen

P . .
'’ fir ungeradeFunktionen

(92

Weiterhingilt :

Mit r,t istebenfalls r, t Ldsung
Mit r istebenfalls r Lésung

DannsindauchKombinationerderLésungenwiederLésungenwasder né&chsteSatzaussagt.

Satz. Sind 1 und > sosinddie Kombinationen,

1
g X 5, X X  gerade
1

u X, X X ungerade

ebenfalld_dsungen.

Kommt in der Menge der Lésungenkeine () Entartungvor, so sind alle Lésungenvon
vornhereingeordnetund zwaranhandderZahl derKnoten.

Grundzustand ka 0, , gerade OKnoten

1.angeregterustande ka ungerade 1 Knoten

2

2.angeregtefustand ka , 3

, gerade 2Knoten

U.S.w.
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3.2 Der harmonischeOszillator

3.2.1DasSchrdlingerproblenmit harmonischeiPotential

Da viele Potentialedurchein Parabelpotentiajendert werdenkénnen,stellt derharmonische
Oszillator eineswichtigstenBeispieleeiner Losung der Schrdlinger Gleichungdar. Zu einem
spderen Zeitpunktwird eine alternativeMethodezur Lésung diesesProblemsprésentiert,die

wesentlichschnellerund effektiverist als derhier vorgestellteNeg.Da aberin denkommenden
Rechnungsschritteain Mechanismusrerwendetwird, wie er exemplariscHir die Lésungdes
Drehimpulsproblemsind desWasserstoffatomist, soll hier die langeVariantegezeigtwerden:

X2

22

V m

\Y
! X
2

Wir substituieren,

M (93)

und formulieren die station@e Schrdinger Gleichung mit obigen Potential und der neuen
Koordinate ,

2,2
om x 2Mm™* E
2 m 2 1 ) )
2m 2 2™y E
1
2 2
2 2 E
e 2E
) 2 0. (94)
Asymptotischmuf3fur die Beziehung,
2 2
2 0,
gelten,wasdurcheinenAnsatzderForm,
ezv (99)

gelést werden kann. In die Gleichung (94) eingesetzt, liefert der Ansatz eine
Differentialgleichungfur v( ), wobei E= (A+1/2) substituiertwird, da man so bereits die
Energieeigenwerteerwartet. Wir nutzen nun eine Kurzschreibweiseum die Differentiation
nichtlangaufzuschreiben, f f, undsetzerschlieflich in (94) ein.

2 2 2

vV e 2 ve 2 \' Ve 2

v Vv Vv ez2 Vv vV € 2
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Vv v v v 2y 2Ev 2y 0
E 1
Y 2v 2 2v 0
2y v
' 2 2AV 0. (96)
E 1
A 5

Gleichung(96) ist ein vorlaufigesErgebnis da iiber dieseDifferentialgleichunglie Hermitpoly-
nomeerreichbaisind.

3.2.2Sommerfeldsch@olynommethode

Die SommerfeldschePolynommethodestellt ein wichtiges Werkzeug dar, um die
Energieeigenwerteu finden, und um Differentialgleichungerzu [6sen.v wird fir dengeraden
und ungeraderfall in eine Reiheentwickelt,und danachin die Gleichungeingesetztum eine
sinnvolleReihenabbruchsbedinguag finden.

2 4 2m

\Z 1 & y om

m

3 1

2
Vu a3 ami "

m

Wir setzerzund&hstvy in (96) ein, underhalteneineBeziehundr die Vorfaktoren

2N N 22N 2 2N 1 @y 2N 2 2Aa,y O

N 2 22N A N 1
AN 2N 2 2N 1 N

mit anderenNortender Bruch gehtgegenNull, genauwie 1/N. D.h. asymptotisch&erhdt sich
dieseReihewie e °, und dasist nicht gut, dennwirdenwir diesin (95) einsetzensowirde
verschwinden.Dies ist ebenfallsin spderen Fédlen zu beobachtenstets wird durch die
Potenzreihalie zugrundeliegendAsymptotik vernichtet.

Aus eben diesem Verhalten kann nun, durch Wahl einer Abbruchbedingung der
Reihenentwicklungder Energieeigenwergefundenwerden. Man sieht, daf? die obige Reihe
bricht,wenn

A 2N n

gewdlt wird. Im Fall der geraderFunktionenist die Zahl A=n geradeFir die Betrachtungder
ungeraderEntwicklungerhdt manein ungerades. Insgesamtihrt dasauf die Feststellung,

n 0123 ..

unddamitauf diskreteEigenwerteE, desHamiltonians.

Diesliefert nachRUcksubstitutiondannauch,
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E n . 97

Die Ldsungsfunktionenvon (96) muissen jetzt noch bestimmt werden. D.h. wir suchen
Funktionerv,, die

v 2v 2nv O
I6sen.Fir jedesn muf3die DGL neugeldst werden.Als Lésungenkénnendie Hermitpolynome
angegebewerdenlst z.b.n=2, und nehmenwir

v 2 42 H,
an,sofolgt direkt, ausderDGL,

8 162 4 2 42 0 Wahr.

Als Zusammengesetztend riicksubstituiertéaGesamtl8ung , erhalterwir,

m m
n CnHnp x Exp . 3 (99)

mit derNormierungskonstanteq,,

Abb.3.2.2.IEigenfunktionemlesHarmonischerOszillators

Hy 2
Ho 2 42
Ha 12 83
Ha 12 48 ? 16 4
Hs 120 160 3 32 °
Abb.3.2.2.2Ausgesuchtelermitpolynome
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3.2.3*Erzeugendeler Hermit-Polynome

Zu Polynomsystememwie den Hermit-Polynomengibt es sog. erzeugendeFunktionen, aus
denen die Polynome gewonnen werden kénnen. Solche Erzeugendenermdlichen eine
rekursiveFormulierungder Polynomsystemand verknipfendie Einzelpolynomaniteinander.

Die ErzeugendéerHermit-Polynomdautet,

F .h Hn gt 2h (99)

Allgemein ist die Erzeugendals eine Funktiondefiniert,derenPotenzreihan einerVariablen
als Koeffizienten die Polynomeder anderenVariable hat. Genauwie die Taylorreihe. Die
Funktion erzeugt dann die Polynome durch die entsprechendeéibleitung, was an einem
einfacherBeispielersichtlichwird,

fxy ayx ayx ayx,
denzweitenFaktorerhdt mandurchfolgendeAbleitung,

IOy @y ayx ay.
Mit obigerDefinition (99) folgt danndie Erzeugungsgleichung,

n

Hn ., h

hn F h o
Speziell kann F fur die Hermit-Polynomeauch angegeben werden(99), und wir erhaltendie
Rekursioneriiir Hermitpolynomeywie z.b.

d
Hn 2nH, 1

3.2.5*Minimale Energie

In Gleichung(97) ist etwasmerkwirdigeszu finden. NachdieserFormelgibt eseinevon Null
verschiedend/akuumenergieselbstwenn der Oszillator unbesetzist. Diese Vakuumenergie
ist,

1
2

Um dies ndher zu verstehensoll nun der Einflul der Unschéferelation betrachtetwerden.
Klassischgilt fir denharmonische®szillator

E

p? 1 2,2
10
om 2M (100

unddie UnbestimmtheizwischenOrt undImpulslautet,

2
2 101
p 4 : ( )

Mit der Substitutionz? x 2 kanndesin die Energiegleichungeingesetzwerden,und es
ergibtsich

2
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zZ 1, °?
m 1
2m 2 4mz2
wo wir natirlich stillschweigendvon minimaler Unschéfe ausgehenNun erwartenwir ein
Minimum derEnergiedesOszillators,unddiesist bei E'=0, also

E

2 4 2 2 2
0 Zmini m .

minimal 4
Obeneingesetzt,

1 22 1
Eminimal 4 2 m 2 4m 2 ’ (102)

erhaltenwir dieselbeminimale Energie wie in der quantenmechanischeRetrachtungdes
Oszillators.Die Vakuumenergigst ein Effekt der Unbestimmtheitsrelation.
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§ 4 Quantendynamikm Hilbertraum

Darstellungsfreidnterpretationder Quantenmechanik

Als in der Mechanikdie kinematischerGrundgleichungefiiir jededer drei Raumkomponenten
aufgestelltwurden,stellte die Vektorschreibweisein willkommenkompaktedMittel zu Darstet
lung abstraktererGesetzalar. Durch dieseSchreibweisavurde eserst méglich Gesamtzusam
menhéage aufzudeckenynd zu verallgemeinernAhnlich ist es mit der sog. "Dirac"-Schreib-
weise in der Quantenmechanikdie einen recht kompaktenStil in die bisherige Theorie
enbringt.

4.1 Hilbertraum

4.1.1Grundlagenpefinitionenund Konventionen

Der Hilbertraum H ist ein linearer, komplexer Vektorraum. Er ist vollsténdig, d.h. jede
Cauchy Folge konvergiert.Einen Vektor ausH kennzeichnetman mit dem Symbol x . Wir
nenneneinensolchenVektor, "ket"-Vektor. Um ein Skalarprodukt zu definierenbendigen wir
nochdenzuH dualenRaum.In ihm liegendie "bra"-Vektoren vy .

In die Klammer ... schreibenwir die geradebendigte Information, meistenden Eigenwert
zueinemOperatorSeien 5 und , zweiZustandsfunktionederZustandea,b,sogilt,

ab dcr 4 b (103

Sei { vi } eine Basis von H, mit i=0,1,2,... Diese Basisvektorenbilden ein vollst&ndiges
Orthonormalsystem. Nach (EF) konnen wir einen Zusandsvektora dann nach diesen
Basisvektoremntwickeln,

a Vi Vi a
i (104

wobei mandasEinfiigender Summeeinev; Produktsauchals"Einfiigender Eins" bezeichnet.
Die Koeffizienten v, a g sind normale Zahlen. Allgemein gelten folgende
Vollstandigkeitsre ationen,

(109
di Vi Vi 1.

Mit diesemHintergrundkann man einenProjektionsoperator definieren,der die Komponente
von a beschreibt,

P a \ vi a a vi . (106
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4.1.2Matrixdarstellungen

Wir kénnendurchdie obigenDefinitionen aucheine Matrix, bzw. Vektordarstellungron den
HilbertraumvekorerrlangenZunahstnutzenwir die Ortsdarstellung,

a a

undbeieinemSatzvon |, Ortseigenfunktionegilt diesfur alle,

a

(107

1
2 2 a
3

Umgekehrtkann auch ein beliebiger Operatorals Matrix dargestelltwerden,dennmit dem
"EinflilgenderEins" gilt,

A n n A m m An,m n m

(108
n,m n,m
und A, , stelltdie Eigeng&gederMatrix dar,in der Form,
1 A 1 A 2 1 A 3
A A A
A 2 1 2 2 2 3 (109
3 A g 3 A 2 3 A 3
Jetztlaf3t sichleicht die Wirkung einesOperatoraintersuchemehmerwir anesgilt,
A ’
sofolgt mit (104)und(108),
104 108
n n Aij i j n n
n i,j,n in
Aij i j
i
i Aj
i
unddasentsprichdemherkémmlichenMatrix-Vektorprodukt,
1 Aur Az Az ... 1
2 A1 Az Az ... 2 (110
3 As1 Az Agz ... 3

4.1.3Unitére Transformationen

Eine Transformation, dargestellt durch den Transformationsoperatot) heil? unitér(aka
kanonisch), wenngilt,
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111
u ul (

Wir kdnneneinenOperatorA damitunité in einenOperatoB transformieren,

B UAU (112

wobeisichdiesespeziellernTransformationemuszeichnedurchdenfolgenden

Satz. DasEigenwertspektruneinesOperatordleibt bei unité&rer Transformatiorerhalten.
Beweis:

U Cl x X
Ucu tu x U x
D

Esgibt auchinfinitesimaleunité&e TransformationeerForm,

U 1 iF (113

wobeiim ebenfallsein Einheitsoperatorvorhanderist, und F ein selbstadjungierte©perator
ist. U ist einunit&er Operatordennesagilt,

1 iF 1 iF 1 O 2

4.2 Bilder der Quantenmechanik

Es existieren verschiedeneAnschauungender Quantenmechanik,darunter speziell das
Schrdlingerbild, welchesdie zeitliche Entwicklung des Hilbertvektors betrachtet,und das
Heisenbergbildbei dem nur noch konstanteVektorenund vielmehr zeitabhagige Operatoren
betrachtetverden BeideBilder sind &quivalenteFormulierungen.

Dies bedeutemicht (I) danicht auchder Operatorim Schrdingerbild eine Zeitabh&gigkeit
aufwel st.
4.2.1SchrdlingerBild

Im sog.Schrdlinger Bild betrachterwir die Dynamik eineszeitabhagigenHilbertvektors,fir
dendie Schrdalingergleichungilt,

i ¢ a Ha, (1149

von derenForm wir in die Ortsdarstellungyelangen,jndemwir mit den Ortseigenfunktionen
multiplizieren,

i ¢ r a r Hr,p a

11
?Hr,p i r a (119

Der Beweisvon (115)folgt spderin 4.2.4
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4.2.2Zeitentwicklungsoperator

Nach(40) kénnenwir die zeitlicheEntwicklungabspaltensodaRgilt,

at e'th g

11
Tttt aty , (119

was auchbereitsden Zeitentwicklungsoperatadefiniert. Wichtig ist hierbei daRdies nur gilt,
wennder nichtzeitabh@gigist. T t, ty besitztnochfolgendeBedingungen,

Tt 1; Tttt * Tt (117

sowiedie Taylorentwicklung,

Diesist offensichtlichidentischmit einerinfinitesimalenunitaen Transformation,
i .
T 1 1 iF (118

mit dermandie Dynamikim Hilbertraumdarstellungsunabhgig formulierenkann,

at Tt ,t at

t i
at & 1 .. at

at i
t

waswiederumauf die Schrdlingergleichunduhrt.

at (119

Nun soll gezeigtwerden,da3der Zeitentwicklungsoperatarnité ist,
Tltty Tt T ti

4.2.3Translationsoperator

Ahnlich demZeitentwicklungsoperatawirkt nunder Translationsoperatauf denVektor,

Ta ¢ q a (220

wobeidie g> und g+a>Eigenvektorereines(zugehdigen) Operator9Q sind. Damit sind diese
Vektorenauchnormiert,

g ag a aqaq 1. (121
Weiterhinkanngezeigtwerden dalzwei Translationemiteinandenertauschen,
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(122
TayaTae Tayg a TaTlaqy.
Darausfolgt direkt,
dT a4 dT 22}
day Ta& da T &,
dT 21 1 .
day T a4 iK,
wobeiK speziellnichtvon aabhangt. Allgemeinergibtsichdannfir T a; ,
Ta éaK,
waswiederummit derinfinitesimalenTransformation
Tga T da 1 idak. (123
Hier geltenfolgendeEigenschaften,
Taad @ qq da
aTda @ q da g da
TeaQ 0Ty, idaKg qidaK q q da da
igK 1 (129
pK 0 (125
Undaus(123)und(124)ergibtsichdurchVergleich,
ap i 128 124 p
T 1 ' dap (126
womit wir einenAusdruckfiir Ty, gefunderhaben.
4.2.4Umkehrungm Matrixelement
Die weiterobenangefinrte Behauptungoll nungezeigtwerden,
rHq ‘Hap i rq . (127
Dazubetrachterwir folgendeRechnung,
d ; q dqg q
da q clilqu dg
.1
Him) dg ¢ Taq a .
126 |
qp.
d
qnp q . (128




Quantentheorie 39

Dies zeigt,dal3mangeradedie Wirkung von p vor denBra <q ziehendarf. Wasauchdie obige
Behauptund127)zeigt. Speziellgilt bei mehrfachenAbleiten,

qggagp” g . 4 Qq. (129

4.2 .5Heisenbergild

Wie bereitsweiter obenbeschriebenst in dieserAnschauungler Operatorzeitabhagig. Man
gelangtvom Schrdingerbild zum Heisenbergbild,indem man eine unité&re Transformation
mittels Zeitentwicklungsoperat@anwendet,

At TiotAT tto, (130

das einer unitéren Transformationentspricht,weil T * T obenbereitsgezeigtwurde. Wir
erhaltenallgemeindie zeitliche EntwicklungdesOperatorgiurch,

dA t Tt t ATttty Tt (ATt

131
TtotA (Ttt (139

i
Tt t ATty ° ' TtotH

i
TintA Tt 0 " HT tt

Der Term T to,t (AT t, tg erfal den Anteil von A der bereits im Schrdalingerbild
zeitabhagigwar. Aus(131)folgt schlieffich die "BewegungsgleichundesOperators”,

. dA . A
13
gt AH i ; (132

4.2.6Wechselwirkungsbild

Im WW-Bild spaltetmandenHamiltonianH aufin die Anteile,

H Ho V

unddefiniertdenZeitentwicklungsoperatals

Ttt e tbhHo

4.3KlassischeMechanik und die Quantisierungsvorschriften

4.3.1WiederholuncausderklassischemMechanik

In der klassischenMechanik entsprachenden unité&ren Transformationendie kanonischen
TransformationenFir viele Transformationemgibt es keine HamiltonfunktionK(Q,P,t) mehr,
dieim neuenVariablensatzlie kanonischerGleichungen,

. H. H (133
ai b’ pi g
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) K . K (134
;P
@ piP g
erfillt. Eine invertierbare Transformationheifd "kananoid", wenn sich fir eine bestimmte
FunktionH ein solchesK finden l&f%. Sie heild "kanonischim weiterenSinne",wennsich fir

alle FunktionerH eineFunktionK im neuenVariablensatZinden laf.

Aus der klassischen Mechanik sind weiterhin die Erzeugenden der kanonischen
Transformationemekanntein Satzvon F-Funktionengdie sichz.b.wie folgt darstellen,

F,gP gP GaqP

dannfindet mandie weiterenVariablen,

Q pRoundp 4R,

p P ¢G und Q q pG

Pp
Mit derPoission-Klammerallgemeinbezogeraufq,p,
A B A B
A, B .
N P G (139
Darauswerdendie Transformationsgleichungmformuliertzu,
Qg 9G ; P p pG (136)
KQP HQP GH. (137)
4.3.2Ubergangzur Quantenmechanik
Die unité&ren Transformationetn derQM aufernsichgem,
Q UgqU undP UpU , (138
wobeimanwiedereineinfinitesimaleBetrachtunganstellerkann,
u 1 ' g (139
mit einemselbstadjungierte®peratorG.
QlIquleiq,G 0 2 (140
PlIGplleip,G 0 2 (141)

Bereitsan diesenbeidenFormulierungersiehtmaneineVerwandschafzur Poissiondarstellung
(136). D.h. die Operatoren , , die den klassischerGrd3en A,B entsprechenerfillen die
Vertauschungsrelation,

’ i AB Operator (142)
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4.3.2Quantisierungspostulate

Aus dem Ehrenfesttheorenhzw. ausder Heisenberggleichungssensich schlieflfich ebenfalls
die Kommutatorrelationeherleiten.

i t A A, H i tA
dA A H A
dt i t
d x xH Hx 133 H
dt i 0, (143

Nimmt man nun stattdesOperatorsH z.b. denImpulsoperatorergibt (143) entsprechendlie
Kommutatorrelationen,

X, Px 1, xx 0 p,p O. (144

Allgemeingilt derUbergangzur Quantenmechaniéturch,

lim G5, (145
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§ 5 Anwendungenl

HarmonischelOszillatorund Drehimpulse

5.1 Harmonischer Oszillator mit Leiteroperatoren

Wir betrachtenerneut den HarmonischenOszillator, und werden diesen nun mit neu
gewonnenei heoriediskutieren.

2
H 2pm ;m o (149

5.1.1Definition von Leiteroperatoren

Wir kbnnennunzwei nicht-hermitesch©peratoreraunda definierensodaligilt,

m . p m . p
a 2q| a 2q| . (247

H aa (148

unddie Vertauschungsrelation,

a a 1 (249

kanndurcheinsetzerder Definition gezeigtwerden.

Wir wollen nundasfolgendeEigenwertproblenbetrachten,

aa noon - (150

DerOperatora a ist positivdefinit, dennesgilt,

naan n n n anan

ananp
N 0.

n n

Sei , Eigenfunktionvona a, soista n auchEigenfunktion.

aa n n n
aaa g a aa n
aaal , a n 1 g
Entsprechendilt fira
aaa g aa la ,
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aa 0 n a , O
n h aa , n , (151

Darausergebersichletzlich sédntliche Eigenvektoren,

n na ' o (152
wobeidie , Normierungsfaktoresind,die im folgendernbestimmtwerden,

0o 0 1 2, n?on (153
nl
ni nia 0
n (159
n na 0
n
n a nl (15@
nl
2
n2 na nl
nl
n2
nl
n2 n2
2 n1 aa nl 2” ni ni
ni ni 1
1
2 2
n a1
, 1 1
n n n (157
1 n
n .8 0 (158

5.1.2Die schnelleLsungdesharmonische®szillators

In Ortsdarstellungvirde schlieflich gelten,
a m N i d
2 m i dx’

m

und um Schreibarbeizu sparenschreibenwir x = x , womit die Leiteroperatorersich

vereinfachtdarstellerals,
1 d 1 d

azxdx,a 2xdx

Grundzustandst dann o= x 0, undmuf3die Differentialgleichung,
d

a, 0 X 4 00 (159

erflilen, derenL6sungwiederumdurch
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gegebernst, und mit (158)folgt alsLésungfur

1 1" d " 1 .,
n n12 2 dX 14 .

RechnemandiesenmittlerenTermexplizit aus,und nutztmandie Beziehung,

Ho €°2x dyeX? (160
so erhaltenwir dasselbeErgebniswie bereitsbei der erstenBetrachtungdes harmonischen
Ogzillators,

1 X2
" 14 onp Exp 2 Ho (161)

5.2 Drehimpulse

Die Betrachtungvon Drehimpulsenist daherso wichtig, da mit ihnen séntliche rotierenden
Systeme,also nicht Bahndrehimpulssondernauch Spin und Gesamtdrehimpulgjuantisiert
werdenkonnen.

5.2.1Drehimpulsoperator

Der Drehimpulsoperatowird wie der klassischeDrehimpuls, aus dem Kreuzproduktvon
Ortsvektorund Impulsgebildet.

L rp (162

Setztmandie Definition vonr und p ein, sofolgt,

L i r (163
Lx s Yz2zYy (164
L2 L2 Ly L7 (165

Mit einer langerenRechnunglafd sich zeigen,dall der Kommutatorder Einzelkomponenten
nichtverschwindet,

L, Ly i L zykl. (166

Man kann also nicht die x und y-Komponentedes Drehimpulsesgleichzeitig scharfmessen.
Dahersind zwei DrehimpulskomponenteschlechteOperatorerilr die spdereQuantelung.

Andersist dasfiir denL? Operatordermit allenKomponentervertauscht,
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L2 L L2 L2 L% L L L% L2 Lg?

Lo Lo, Ly LpLi Ly Lals Ly L lils O

Man muf3 hierbei die zyklischeVertauschungoeachten,die bei antizyklischenTauschenein
Minusliefert.

5.2.2InfinitesimalerDrehoperator

DerinfinitesimaleDrehoperatoist der Erzeugendeon Drehungen.

Es ist bereits bekannt,dal? man jeden Operatorauch infinitesimal angebenkann, z.b. den
Verschiebungsoperatdurch,

T 1 P

Analog kénnenwir den Drehimpulsoperatoinfinitesimal ausdriéken, wobei wir zun&hst nur
eineDrehungum die x-Achsebetrachterwollen.

X 1 O 0 X
y 0 cos sin vy (167)
z 0 sin cos z
infinitesimal 01
istsehiklein
0 1 z

Dies wéare bereitsdie Matrixschreibweisadesinf. Drehoperatorswir kdnnenjedochauchvon
derandererSeiteherwie folgt argumentieren,

fr fxy zvy z
1 zy y,fr

Die x-KomponentedesDrehimpulsed=rxp ist abergerade,

Ix P Y x 2y, (168

unddaherschreibtmaninfinitesimal,
a [
R« 1 I, € ". (169

5.2.3Vertauschungrelationdiir Drehimpulseiber dasKorrespondenzprinzip

Auch Uber das Korrespondenzprinzipassensich die Vertauschungsrelationeiinden, indem
mandeninf. Drehoperatoverwendet.

Hn Eon (170
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In derklassischemechanikkannder Drehimpulsmit der Poissonklammegeschriebenverden
as,

Iy, ly YR, ZPBy, ZP XP, p. 0 xpy yp, I,

undwegen(143)gilt dannfir dengm.Kommutator,

[ O T P L (172)
I N I (172
i, 12 0 i 173

5.2.4LegendrePolynomeals LosungdesEigenwertproblemdesLaplace
Operators

Da sich bei Drehbewegungergenerell empfiehlt in angepafen Koordinaten zu rechnen,
werdennun Kugelkoordinaterbenutzt.

X rsin cos ; y rsinsin ; z rcos
z
r2 x2 y> 72, cos . tan )):

"Transformationsregelriir Kugelkoordinateh

Auch die Differentialoperatorenmissen entsprechendumgeschrieberwerden. Fir die z-
KomponentedesDrehimpulsegrgibtsichin Kugelkoordinaten,

L, i . (179
Die Eigenwertgleichundautet,

I—z L,

i L, (179

eineDifferentialgleichunggdie von Funktionender Form,

1.
e 17
LI (179)
eingesetzin (58) erhdt man,
_ 1.
M gm & m
2 2
Der L?-Operatorin Kugelkoordinaterautet,
1 1 2
2 _ 2 ;
L sin sin Sir? = a7
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..Y y LZY )

Als Ansatzdientein Separationsansatz

Y |, (179

cos F

Die Losungfir () ist bereitsobenbekannigewesen,

é'm
Mit diesen Substitutionenkann das Problem schlieftich auf die Form der Legendresche
Differentialgleichunggebrachiverden.

F F 0 (179

1. (180

Bericksichtigt man die Substitution(178), dannerhdt man als Gesamtl§ung (ein assoziertes
LegendrePolynom),

Yim P™ cos €M (181
5.2.5Leiteroperatorefir Drehimpulse

Da wir nun diesselbeMethodewie beim HarmonischerOszillatoranwenderwollen, definieren
wir (wie bereitsoben)die Leiteroperatorefiir denDrehimpuls,

L he iy, (182)

derenVertauschungsrelationen,

1, | sowie | ,| 2 |y, (183

lauten.Wir schreiber, undl? wiederin Kugelkoordinaten,

l, i : (189

|2 2 1 H 1 2

sin sin sir? - (1895

und da |, und 1?2 vertauschenpesitzensie ein gemeinsamegigenfunktionensystemDiese
Eigenfunktionerhabenwir in (181) Y, genanntund fir sie geltendie Eigenwertgleichungen.
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Dennochsinddie Y|, nochnicht korrektmit denEigenwerten |_und |2 verknipft. Abkirzend
schreiberwir allgemeini=I/ ,

I, ,m m ,m (186)

wobeiwir von normiertenEigenzustéden,

,m ,m 1 (187
ausgeherEsgilt weiterhin,daly undly selbstadjungiert,

,m L2 12 m 0,

,m 12 1,2 'm 0,
m? 0,
m? . (188

Das Vorgehenist nun dhnlich wie beim harmonischerOszillator. Zun&hst wird gezeigt,daf
I m aucheineEigenfunktionist,

1’  ,m I 12, m I ,m . (189
1,1 ,m 1, 1 ,m

‘ Iyl zny I (190

m 11 ,m (191

somitistmit ,m auchl ,m EigenfunktionzumEigenwert(mz1).

In unsereMotationheily das,mit demNormiergungsfaktoc

c ,m I ,m (192

Dennwir wissennochnicht, wie die resultierendevektorennormiertsind.

L ity
c ? ,m 1l ,m
,m 12 1,2 1, ,m m’ m
c ? m?> m (193
I » Mmax 0
c ? Mmae  Mmax O (194
I » Mnin 0
c ? Mmin>  Mmin O (195

Uber0 gleichsetzen,
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Mmax Mmax 1 Mmin Mmin 1

m Mpin M my 1 0
max . min max 0 N (196)

Mmax  Mmin 0 Mmax Mmin J

Dies fiihrt zu einer Anderungder Notation,daj die entscheindeGriRRe darstellt,und nicht
aus(195)folgt damitsofort,

ji o1, (197)
m i1 .,0 ) L. (198
Hier nunnocheinigeBeispiele,
Iy 0,

Lo c ji 1,
neueEigenzustédewerdenalsodurchjeweiligesAnwendervon! undl gefunden.
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8 6 BasismodeldesWasserstoffatoms

Das Wasserstoffatonist der Prototyp eines quantenmechanischeBystems.Als eines der
wenigenexaktldsbarenProblemewird eine Lésungsmethodangewendetdlie exemplariscHir
spéere Systemést.

6.1 Das Wasserstoffatomohne Spin desElektrons

In den n&hstenAbschnittenwird dasWasserstoffatonvollsténdig gelést. Die Rechnungdazu
ist ebenfallsvollsténdig (im Gegensatzu vielenBiichern...), wasin diesemFall auf Kostender
Ubersichtlichkeitund Kompaktheitgeht. Um dennocheineneinfachenZugangzu gewérleis-
tenwird einmalmehrzwischendeneinzelnHauptteilenderHerleitungfarblich unterschieden.

6.1.1ZusammenfassurgsherigerErgebnisse

Zun&hst werden einige Ergebnisse aus vorherigen Abschnitten wiederholt. Dem
Wasserstoffatortiegt daRCoulombpotentiazugrunde,

Vr e: , (199

welcheszusammemit derkinetischerdenHamiltoniander Schrdingergleichundildet,

2
H E Zvr . 20
om (200
Da wir einekugelsymmetrievorliegenhabenmachtes Sinnin denKugelkoordinatenr, , zu

rechnenjn denenderLaplace-Operator 2

2
2 r PR 2 L (201
lautetund sichdurchL? darstellerl&ft,
1 1 2
2 2 H
L sin sin sir? 5 - (202

Aus denBetrachtungemnlesDrehimpulsedibernehmerwir

L°Yym 211 s Ym (203

vWwie,

I—z YIm m YIm (204)

denn wir wissen bereits das L, und L? die gleichen Eigenfunktionen besitzen, da sie
vertauschenMan siehtnun an der Struktur desHamiltonians,daf3 dieseErgebniswichtig fir
die Losungder SchrilingerGleichungsind.
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6.1.2Separationsansatz

Alle nun folgendenSchrittewerdenfarblich gekennzeichneyym die verschiedeneibschnitte
die zur Herleitungder LésungerdesWasserstoffatomiihrenhervorzuheben.

Der vollstandige Ansatzlautetzun&hst,

2 1 1 1 _ 12
r _ sin
2m 2 r r r2 sin sin? 2
Vr E

derdurcheinenSeparationsansavereinfachiwird,

r RrY , |, (209
zudemfertig aussortierterusdruck,
1 1 . 1 2

Y 2m sin sin Nia 2 ¥

1 2 1 5
r
R 2m 2 r r

Const,

dabeideSeitenvon verschiedeneNariablenabhéngig sind.

Der ersteTeiltermergibtdie bekannteStrukturdesDrehimpulses,

1 sin 1 ’ Y Y 20
2m sin sir? 2 ’ ’ (206)

undein Vergleichmit (203) zeigtdann,dal3fir geltenmuf3

2

2mI I 1 (207

womit dieseSeiteder Separatiorgeldst ist.

Die LosungdeserstenTeiltermswird nunin denvollstéhdigenAnsatzzurickeingesetzt.

dieserTermstért
2 2 d 211 1
2m g2 r dr 2mr2

1 2
2 oo F

Vr Rr ERT (208

r

Diese Form ist nicht sofort I6sbar, was an dem Ableitungstermvon r liegt. Daherwird ein
weitererSeparationsansaringendnotwendig,

ur

Rr o (209

welcherdanndenschwierigenTermvereinfachtzu,
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? 2 d ur 1 du (210
d r dr r rodr?’

undin derDGL (208),

2 d2
2m dr?
ergibt. Dabeiist daseffektive Potentialdurch

Vet I UT Eur (217

2 1 €
Vs I 2mII 1r2 ; (212

gegeben.

Wir koénnen daran folgende Eigenschaftendes Hamiltonians erkennen,er ist nach unten
beschrakt, und nach oben unbeschrédkt. Damit erhalten wir in der Potentailmuldeein
diskretesSpektrumvon Eigenzustaden,und dariber einekontinuierlicheVerteilung.

6.1.3Asymptotische¥/erhalten

Desweiterenmacht es Sinn sich dafd asymptotischeVerhalten der Funktion u(r) néer zu
betrachten.

NahdemKern, alsofiir r 0 kannsowohldie Energie,E 0, alsauchder Coulombanteit f im
effektivenPotentialvernachlasigtwerden,

2 2 211 1

2m g omr2 ur O (213
u Al Br!
' ' ofurr 0 (214)
In weitererEntfernungalsofur r gilt vielmehr,
2 d2
2m 4p u Eu, (2195

dadaseffektive Potentialirgendwanrzu geringwird. Die Losungverhdt sichdannwie,

ur ce (219
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wobei

undwir erhaltenein diskretesSpektrumfir E<O.

DiesebeidenVorbetrachtungehabengezeigt,dal3sichu(r) insgesamals

ur wre "r'?l (217

darstellenlé@l3t. Man nimmt dabeieinen Potenzreihenansatir w(r) an, der wieder mit der
bekannterAbbruchsbedingungeltst werdenkann,

W r acrk. (218

6.1.4Energieeigenwerte

Es werdennun zwei weitereMethodenangewendedtlie zu einer Vereinfachunguhren, einmal
werdendie Variablen tiber Substitutionendimensionslosdefiniert, und zum anderenschreibt
mandie DGL aufobigesw(r) um.

r; \I/E o ., & (219

Mit diesenErsetzungetautetdie DGL schlieftich,

? 111 0
d2 2

und kannmit einerlangeren hier nichtangefinrtenRechnungufw( ) umgeschriebewerden,

lu |, (220

o d
d‘;" 21 1 dW s 21 1w O (221)

Der n&chsteSchrittist dannder bekanntePotenzreihenansatz,

W r are,

dereingesetzin (221)

akk 1 kK 291 1kk?
k0 (222
2k 5 211 kK o0

ergibt,undworausfolgt daldie KoeffizientenjederPotenzvon Null seinmissen,

a1 k 1k 21 1 a2k 21 1 4 O (223

Damitist eineRekursionsformelir die ax gefunden,

A 1 2k 21 1 0 k 2
a k 1k 21 1 gehwiek (229

die sichgenauswerhdt wie die Reihe,
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1 2

& o kB :
k by k

Dieses Verhalten ist wiederum unerwinscht, wirde dadurch gerade das eben ermittelte

asymptotisché&/erhaltengestdt, waswir ausdenPotentialbetrachtungls zwingendnotwendig

ermittelthaben.
Dahermuf3die Reiheabbrechendal3heil? abeinemN  muf3gelten,

a1 0 a2 0 .. (229
Dieswird durcheinespezielleWahlvon  erreicht,

o 2N 21 1 2N | 1

22
N 012 .. (229

setztmandieses o weitereinin seineDefinition

2N | 1 £ e
2m 2 E
2 e
n E
4n? 2m E ¢

und wir erhaltenschlieffich mit der neuenQuantenzahh=N+|+1 die Energieeigenwerteles
Wasserstoffatoms,

met Ry
2 2n? n2 -’

(227)

Wasfehltjetztnoch? Die konkreteL6sungsfunktion fehlt, die unsereAnfangsgleichung200)
|ost. Dabei stehendie Ergebnissealle bereitsin der Herleitung! Man setzt(218)in (217),und
(217) in (205) ein. Zusammemmit den Kugelfl&chenfunktionengdie bereitsin (205) drin sind,
hat mandie vollstandige Funktion.

6.2 Erlauterungen zum Wasserstoffatom

Hierzu noch einige Erklarungen. Die zwischendurchbenutzteQuantenzahN heil? "radiale
Quantenzahl"Die Umschreibunguf n ist nétig dan, als Hauptquantenzaldie Energieniveaus
angibt.

Dagilt
I 0,123, .. (228
N 0123 .. (229

n 1,23 ..:1 012 ..n 1 (230
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6.2.1TermschemandOrbitale

Da zun&hstkein Spin betrachtetwird, ist die Energienur abhagig vom Wert von n. Daherist
jederEnergiewert

mal entartet. Die Quantenzahlenn,m,l kennzeichneneinen Zustand in der aus der
ExperimentalphysilgewohnterForm.

Abb.6.3.1Termschema

Abb.6.3.2Beispielevon Aufenthaltswahrscheinlichkeitea) p-Orbital b) 3dzOrbital

6.2.2WeitereDefinitionender Atomphysik

Die Lange ! ist charakteristischiir den AbstandeinesEnergieniveaugum Kern. Setztman
dortdenWertfur denkleinstenEnergieeigenwerin, alsofur n=1,soerhdt man

1 Enl 2

2m E met
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Es machtSinn dieseLénge als atomareRadiusgr@e zu interpretierenund daherdefiniertman
den"BohrscherRadius"als,

2

8 231
a o 529 10 8cm, (231

wasgeprdt ist durchdie Vorstellungeineskreisenderklektrons.

Betrachtenwir wieder die potentielle Energieund vergleichensie mit der Ruheenergiesines
Teilchens,

e
E a ; Erune mc

soerhdt mandenEinfluld derrelativistischerEffekte,derin der Grd3enordnung

¢ @meé & @&

meZ me2 2 22 ¢

liegt. Man definiertdenKlammertermals "Feinstrukturkonstante",

e 1

23
c 137 (232
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§ 7 Die PauliGleichung

Der SpindesElektrons

Alle bisherigenBetrachtungerverzichteterauf elektrodynamisch&elder, die evt.die Zustiade
stéren konnten. Doch mit den elektrischenFeldern kommteine weitere Grof3e ins Spiel, der
Spin.Um dieseGréRe beschreiberzu kdnnen, bedarf es einer Modifikation am Hilbertraum,
der speziellauf eine weitere Melgrofle angepaBwerdenmuf3 Die Einflhrung desSpinswird
an dieserStellezun&hstexperimentelhefordert,spéer zeigtsichder Spinvonganzalleinein
der mehrkomponentigeRirac-Gleichung.

7.1 Der Hamilton-Operator mit auf3eren elektromagnetischen
Feld

7.1.1Minimale Kopplung

Mit dersog.minimalenKopplung,eswird e=qsynonymbenutzt,

p p JA E E g (233

gehtderHamiltonianin die Form

1 q,?
H om P CA q (239
Uber.Esgeltenallgemeindie Potentialgleichungen,
1
E rad A,
g c t (235

B A.

Man kannnundie Klammerin (234)ausrechnerynderhdt,

1 2 2 0 q T L2
23
H2m ciAciA cZACI (239
wobeiwir die Coulombeichung
A 0O
mit A A A A

wéhlen,was(236)vereinfachizu

1 2q o
H 22 "7 A A?
2m ic c? q

T L I X (237
2m mc 2me? q

7.1.2Herleitungeineseinsatzf@igenHamiltonians

Als n&hstesverdeneinigeRechnungenlasZiel habendein Hamiltonianzu vereinfachen.
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Wir gehernvon einemkonstanteréuf(erenB-Feldaus,

1
A r B (238
2
2 iq ¢ 2
H 2m  2mc | B gsme B g
Pauli's Landaus
paramagnetisch&eitrag diamagnetischéBeitrag Ee::rig
undbetrachterzun&hstdalRSpatprodukim paragmagnetischererm.
abec ach
inach
. unten p !
Iq q q 23
2mc rB i2mc ' B 2mcL B (239
rplL
Derdiamagnetisch&ermkannebenfallsumgeformtwerden,
2 2 2
q 2 q 2 R2 2 q 2 2
gme " B eme "B 1B eme X y? B2
far
B Be,
ZusammeriuhrendieseUmrechnungeiauf
2 q P
H 2 L B X Y B? q (240

2m 2mc 8me?
wobeider Einflu0 desdiamagnetischeermsweiterabgeschit werdenkann,

o7, @B? gq2meB& € B 1 B
a B 8mc2q 4c e 4 ed&

2mc
10 °B in Gauss.

Da alsoin jedemFall nur derparamagnetisch€erm tberwiegt,kbnnenwir denHamiltonianin
seinereinfachster-ormaufschreibenin demwir dendia. Termkomplettweglassen,

2
H 2m ’ Z?ncBLZ q. (241

hierwurdewiederB B e,eingesetzt.

7.1.3Magnetische$/loment

JedeDrehimpuls(spder auchder Spin) einesgeladene eilchensverursachein magnetisches
Moment,

q

L
L% ome

mag

dies gilt allgemein,dennder sog. LandéFaktor sorgtfiir eine entsprechend&ewichtungdes
EinflussesMan siehtan (241),daRderLandéFaktordesDrehimpulsegleich 1 ist.
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Messungund BestimmunglieserFaktorenist eineGrundlageder Atomphysik.

7.1.4NormalerZeeman-Effekt

GeradebeimZeeman-Effeksiehtmanwunderbar,wie sich die VertauschbarkeirweierOpera
torenaufihre Eigenfunktionemuswirkt!

Die von demHamilton-Operatof241) geliefertenEnergieeigenwertéirs Wasserstoffatonsind
nicht mehrdiesselbenDal? undL, vertauschemjilt,

Eom ~ H 2m cd Z?nc BL.
S e
nij 2qr?1c m
Enim I:Z Lm (242

mit dersomiteingefinrtenLarmorfrequenz

gB
L ome (243
Formel(242)beschreibtlen"normalen“Zeeman-EffektBetrachtemannochmals
Ry eB
Enlm n2 2 mc m (244)

sosiehtmanauch,daRdie experimentelivichtigenZusammenhégesich daraudeichtergeben,

Ry eB Ry eB e

E n2 2mcm n2 2mcm 1 2mc

gibt die Aufspaltungsdifferentir die einzelnerm-Termean,und mandefiniertdenVorfaktor,

5 Zemc 9, 274015) T (245

als dasBohrscheMagneton.Den Term g  nenntmandasgyromagnetisch&erhdtnis Die
Energiedifferenzesinddann,

E gB, (246

unddie KorrekturderEnergieeigenwerteach(242) schreibtsichin einfacher~orm,
EnIm ECoqumb n, [ B M B (24D

7.1.5* -Funktionim feldfreienRaum

In der Elektrodynamikwird zwischenden Potentialenund eigentlichenFeldernunterschieden.
DieseGrdlzen hdngenwie folgt zusammen,
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248
B A, (
1 A
E . 24
ot (249

Damit sind und A nicht eindeutigbestimmt.Es existiert die Freiheit der "Eichinvarianz",
setztmannamlich

A A (250

t (251

mit dem beliebigwéhlbaren,skalaren'Eichfeld" in die Gleichungen(248) und (249) ein so
generiererdiesedasselbd- und B-Feld.

Im Zusammenhangnit der Schrdlinger-Gleichungmit den elm-Ergézungenbedeutetdies,
dafR3je nachWahl der EichungeineanderéNellenfunktionLésungder SGL ist,

1 q . 2
25
Ytoom c A d (259
o 1 aqa.2 . .
25
Yt om ¢ (253
Wahlt mandenAnsatz,
ev (259
sogilt in derSGL (253),
q 1 q .. 2 q
1 e ¢ om i c A q’ e
l t 5 t i ©
¢ (259
1 q A q 2 q° eqc
2m i c (o]

Mit denDefinitionenvon A" und ~ zeigtsich,dal3der Ansatzrichtig war.
Esgilt

2 I 2, (256)

wonachman meinenkdnnte die Physik wére durch die Eichung nicht veréndert, doch diese
Feststellungst falsch.

Im feldfreienRaumgilt schlieflich

B O rotA (257

unddannlant sichA alsGradienteinesskalarerFeldes darstellen,

A (259

Dadie Eichung beliebigwéahlbarist, machtesSinn

(259
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zuwéhlen,dadannA” in (250)verschwindetFir gilt dann,

et 7,
und aufgrundvon (258) kanndiesgeschriebemverdenals,

12

‘et AT (260

mit demLinienelementd und demVekorpotentialA. Integriertwird hier beispielsweiséiber
Weg1 oder?2.

7.1.6* Aharonov-Bohm-Effekt

Beim Aharonov-Bohm-Experimenwird dasB-Feld derartisoliert, z.b. durch unendlichlange
Spulen,daRdase nichtsvon seinerAnwesenheitmerkensollte. Betrachtetman eine solche
Spule un zwei Spalte,dann kann wie beim herkdmmlichen Doppelspaltdal3 e durch zwei
Wegebeschriebemverden,einmaldurchSpaltl undeinmaldurch Spalt2.

Die Intensitdsverteilungist dann,

1 2 fir Spaltl offen
, 2 fir Spalt2 offen

1 o 2 fur Spaltl undSpalt2 offen

Wir nehmenan, dasB-Feld ist ein und ausschaltbardannentspricht der Wellenfunktionbei
eingeschaltetenund ~ (durch unsereobige Wahl der Eichung) der Wellenfunktion bei
ausgeschaltetdreld.

Wegen(260)gilt,

L o1Ter AT (261)
2 pler A (262
1 2 ec AT MR (263

wobeidervordereTermausderKlammergezogerwurde,undder"Problemterm” g entstand,

B
B 1A ds 2A ds Ads A dF (264)
Gaul3 Flache

derwiederumdasB-Feld enthdt !

D.h. die Interferenzmustebei eingeschalteteB-Feld sind unterschiedlichund diesnenntman
denAharonov-Bohm-Effekt.
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7.2 Der Spin desElektrons

Im Stern-Gerlach-Versuctverden Silberatomedurch ein inhomogenesviagnetfeldgeschickt.
Da der Grundzustandvon Silber ein s-Zustand mit =0 ist, kann kein magnetisches
Bahndrehmomentorhandersein.Dennochteilt sich der Strahlbei eingeschalteterB-Feld auf,
und manerhdt zwei Maxima.

AuRerdemwird ohneéuferesB-Feld eine Duplettaufspaltundpeobachtet.

EsmufRein Eigendrehimpulslere gebendernochnichttheoretischerfalt wurde.

7.2.1Spinoperator

Der Observablerdie wir Spin nennen,ordnenwir den OperatorS zu. Er verhdt sich vallig
analogzumbereitsbekannterBahndrehimpulsD.h. esgeltenfolgendeEigenschaften,

S.S 1S zykl
S, M (269
S ss 1
wobei
S 1 m 11
2 S 2’2

waseine"experimentelle'Tatsachest.

Die zugehdigen Diracvektorerdefiniertmanmit ihnren Eigenwerten,

2
S, 5 : (266)
2
S 5 : (267)
damanweild daRder Spinnur dieseWerteannehmerkann.Fir die Leiteroperatorewilt,
S S iS S § iS5 (2698
mit denEigenschaften,
S 0 (269
S 0 (270
S (271
S (272

Der Spinspieltsichin einemeigenerHilbertraumab. Operatorerdie in diesemSpinraumsind,
wirken nur auf Spinketsoderbras,undkodnnennicht die OperatorerdesrestlichenRaumesoder
derenDiracvektorerbeeinflussenDie EigenzustédedesGesamtsystemautendann,

X X X X X (273
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7.2.2Pauli-Matrizen

Im Spinraumhabendie Eigenvektorerund OperatoraucheineMatrixschreibweise,

wasfir alle bisherdefiniertenS-Operatorewilt. Im speziellergilt,

S

Matrix

S

1 0
o 1
S S
S S
01 . MaStrix
00 '

, 01
Matrix
S 2 10
, 0 i
Matrix
Sy 2 i 0

. 1 0
Matrix
S 2 0 1°

und damitwerdendie Pauli-Matrizendefiniert,

. O P

©F -0 no
o o _
N

7.3 Aufstellung der Pauli Gleichung

Wie bereitsin (241) zu erkennerist, kannman mit demmagnetischeMomenteinigewichtige

Aussagerreffen. Der Schrdaingerhamiltoniamahmdort die Form

an, mit

H Ho Hin

z2
H
o om q

Hint B B

0
1

0
0

(274

(279

(276

(277)

(278

(279

(280

(281)

(289

(283

Wir missenalsofur den Spin ein entsprechenddd;,; suchenAus (mag) ist bekannt,dal3jeder

Drehimpulsein magnetischeMomentproduziert,alsoauchder Spin,
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284
Spin OLandé 2 ?nc S (
undwir wissenausExperimentendalderLandéFaktorungefdr 2 seinmuly
q
Spin mc S. (283

Da wir nur Elektronenbetrachtensetzenwir g=-e (!!). Das magnetischeéGesamtmomenist
dann,

q q
Gesamt Bahn Spin 2me L 2 2me S (286)

undderWechselwirkungshamiltoniaergibt,

q e
e
Hot  GesamB®  , . L 25 B (287)
e L 2
Hie oo SB (289)
L
Hint 8 B (289

Baut mandort nun nochdie Spinorenein, also die Doppelzustandsvektoresp erhdt mandie
Pauli-Gle chung,

Die blaumarkiertenTeile wirkenim Ortsraumunddie grin markiertenPassageim Spinraum.

Anschaulichbedeutetlies,

X 2 : Wahrscheinlichkejt ein TeilchenamOrt x mit
Spinpositiv negativ zufinden

Vrioog B . (290
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8 8 ClebschGordanKoeffizienten

In diesemParagraphesollen kombinatorischeeffekte in den Mittelpunkt gestelltwerden.So
kommtesz.b. Kopplungerzwischendenverschiedenedrehimpulsartigen

8.1 Additionen von Drehimpulsen

8.1.1Vorbetrachtungen

In der Praxisist es oft erforderlich einen Basiswechseturchzufinren. Dies kommt z.b. bei
Kombinationervon Drehimpulservor.

J LS L11S (291)

J S (292
DieseBeispielesind einfachzu behandelnweil die VertauschungsrelationeawischenOrt Null
ergeben,

LS 0 ; &S O (293
Es gibt jedochwichtige Ph@&omenedie proportionalzu Produktenvon L und S sind, bzw. S,
und S, sind. Sie spiegeln interne Wechselwirkungen wider, z.b. die Spin-Bahn-
Wechsdwirkung.

Hw 851 (2949
Fir ein einzelne<klektrongilt,

1 1
S Mg 5 ms, X (295

wahrendein 2 ElektronensysterdurchProduktvektoremargestellivird,

Der Wechselwirkungsoperatéty,y schreibtsichdannals,

Hw SixSx SiySy Si12S17, (299
unddadie Vektoren

S1 S M, Mg,
Eigenzustade zu S$°5%5,S,, sind, erkenntman, da Hy,, mit den guadratischerGrdlRen
vertauschtpichtjedochmit S;; undS; .

Um das Problem zu umgehen,geht man in eine neue Basis Uber, indem man zu einem
Gesamtdrehimpulausammensetzt,

J Ji J
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Damit stellt sich die Frage,ob die Wahl der neuenBasis Sinn macht. Eine ginstige Basis
mufite sowohlmit Hy undH,,, vertauschenSie miite also

Hows 12 0, Hw %% 0, Hu, P, Huwo &z O (297)

efillen.

8.1.2Begrindungfur die Spin-Bahn-Kopplung

Aus der relativistischenTheorie folgt eine Produktwechselwirkungon Bahndrehimpulsund
Spin. Durch eine heuristischeBetrachtungkann dies néher beschrieberwerden,fihrt jedoch
aufein falschesErgebnis.

Aus der Sichtdese erzeugtdersich bewegend&ern ein Magnetfeld,hervorgeruferdurchdie
Stromdichte,

j env (298
nachBiot-Savartgilt dann,
1 dl ro
B cev N 0 (299
1
Y E (300

e e

Huw mcSB me Sv E, (301
mit demE-Feld,
E (302
r r’
weil gilt,
E grad (303
e 1
P ma? Svr ror
Falsch (304)
Spéder
Relativistik2

zieht man noch 1/m ausder Klammer, so ergibt sich der Drehimpuls.Die korrekte Formel
befindetsichin Abschnitt9.

8.1.3Basiswechsel

Wie bereitserwént, machtein BasiswechseSInn, der die Eigenzustéde der erstenBasis, in
die derzweitenBasisuberfihrt,

WrPh, Xk, FLUH? (309




Quantentheorie

waseinemWechselder Zustandsvektoreantspricht,

Jizjem (306
wobeim jetztals MagnetquantenzallesGesamtdrehimpulsemzuseherst.

8.1.4Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Allgemein kann der Basiswechsetlurch eine unitére Transformatiorbeschriebemwerden.Mit
demEinflgenderEinsergibtsich,

jij2 jm - jimg jomy jJimijomy  jij2 jm (307)

derenEntwicklungskoeffizienten

jimgjomy  jijz jm (309

Clebsch-Gordan-Koeffizienteheil®n. Aufgabe der Analysevon Zustédenist die Ermittlung
dieserZahlen,

8.1.5EinfacheSBeispiel

EinfachsteBeispielstellt ein Kopplungvon zwei Spinsdar.

S S % (309
In dernormalenBasisgibt esdie Zusténde,

1 1 1 . (31@
skannnundie Werte0 und 1 annehmenwasbedeutetlal3fir
s Om O0s 1 m 1,0 1 (311
mankannsehendal3sichdie folgendenZustéandeentsprechen
11
1
1 2 2 1 (312
WendetmannunS S S an,
11
1,0 S 1 2 2 1
(313

so erhdt man den n&hsten Zustand, den man aus Grinden der Normierung mit einem
Vorfaktor bestitkt,

1
1,0 31
) (314

NochmalsAnwendenvon S filhrt auf denletztenZustandmit S=1, der hier wiederumbereits
normiertwurde.
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1
11 (315

An (314) sieht man,daflResnoch einenweiterenZustandgibt, der orthogonalauf denanderen
steht,aberfir denS=0gilt, undzwarwennman

1
S S 0 (316

1
00
X (317

Die Clebsch-Gordan-Koeffizientesind ausdiesenBeispieleneicht abzulesen.
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§ 9 Storungstheorie

Da die meistenProblemenicht mehranalytischlosbar sind, dréngensich Nadherungenin den
Vordergrund,die helfenz.b.die Energieeigenwerteubestimmen.

9.1 RitzschesVariationsprinzip

9.1.1Strategierzur Bestimmungvon Eigenwerten

Die exakte Losung wére stets die beste Méglichkeit. Die zweitbesteVariante wére eine
systematisch&tdungstheoriewie sie spder nochentwickeltwird.

Das RitzscheVariationsprinzipstellt, éhnlich wie die WKB Naherungeine Methodedar, um
einengrobenUberblick zu erhalten.

9.1.2VariationdurchTestfunktion

H E

Wir nutzen eine, fest vorgegebeneTestfunktion , die sich aus Eigenfunktionen , zu H
zusammensetzt,

af] n»

wobei a, entsprechend&ntwicklungsfaktorensind. Wichtig an der Funktion ist, dal3 sie
parametrisierist, d.h.nochvon einemParameter abhéngt.

H | n n H (319
E, n n
Eo n % E
H
Eo (319

Der Trick desRitz-Verfahrendgst nundie Parametrisierung,

unddie Ermittlung desMinimumsder FunktionE( ).

Eo inf (320
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9.2 Zeitunabhangige Stérungstheorie fur diskrete Eigenwerte
ohneEntartung

9.2.1Direkte HerleitungersterOrdnung

DasProblem

n Enn (321)

seii.a. nichtanalytischiésbar.

H 0 n 0 En 0 n 0 (32a
sei ein verwandtesanalytischldsbaresProblem.Aufgrund der Verwandschafkénnenwir den
Hamiltonianin (334)schreiberals,

H H° H!. (323
Wir wollen im folgendenvoraussetzenlasdie Stérungstheoriewirklich funktioniert, dennes

gibt viele Fdle in denendiesnicht der Fall ist, und wir lassendie Klammerim oberenindex
weg. Wir entwickelnnacheinemKleinheitsparameter,

HO  HL 0 N - . (324)
HO nO HO n1
Hl nO Hl 2 1
EnO nO EO n1 Enl n0
2En1 nl

Wir gehennunin die nullte Ordnungvon , d.h. =0, underhalterdort,

HO 0 B0 0 (329

ein zu erwartendesrgebnis,da in nullter Ordnungdie Stérung nicht existiert. Es ist daher
interessandie ersteKorrektur dieser Energiezu berechnendas wie folgt funktioniert, man
setzt(338)in die obereRechnungals bekanntein, und erhdt, unterBeachtunglassichdiein
quadratisch&@ ermebenfallsgegeneinandaregheben,

H 0 n 1 H 1 n 0
E® ot En® o (326
Man multipliziert nunvonlinks mit ~ ° , undsetzt =1

OHO 1 OHl 0

n n n

n 0 En 0 n 0 En ! n 0 n !
Nutzt mannochdie Wirkung von H aus,sokirzensichdie beidenE, ° Werteherausundman
erhalt,
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0 1 0
H
1 n n
En 0 0
n n
9.2.2DetailierterWeg
H H V
V seivonnunander Stdterm.
H ., Ey o

Wir entwickelnE, nunin eineReihedesParameters

E, EnO Enl 2En2

ebensentwickelnwir denZustandvektor ,

0 1 2 2
n n n n rey
undsetzerdie nunin (342)ein,
0 1 2 2
Ho V . N n? o
1 2 1 2
E.° E, 2,2 ... .0 N 2

In derDiracschreibweisggibt esdie Darstellung,

n 0 und E.°

und

nn 1.

DieseEigenzustédesind auchorthogonalkzu deneinzelnergestdten Zustanden,

n o 1 n ,° 0 i

Errechnetmannundie TermegleicherPotenzvon in (345),

Ho n n n
Ho ot V n noont E.l n
H0 nk Vv nk1 N nk Enl nk1
E, X n

(327

(329

(329

(330

(331)

(332

(333

(339

(339

(336
(337

(339

multipliziert man nun von links mit einemBra <n, und nutzt (347) und (348) so findet man

schliefdlich,

n n Hy n
E,? nvVvn
E, 2 nv ,?!

Enk nv nkl

(339
(340
(341)

(342
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Weiterhinerrechnetmandie "gestdte" Energiezu,

En o E' ?E?

N nvV n 2 nv Lt
n nV n 0t
n nVv , (343

ersetzmannoch durch(352),sofolgt,

E, n H n V , n H , (349

womit sich die Energie als Projektion der Eigenwertgleichungauf die ungestéten
Eigenzustade n> ist.

9.2.3Gestdte Zustdnde

Um die gestdten Zustdde auszurechnemultiplizierenwir (351) nun mit einemBra <m, zu
demandereEnergieeigenwertgehden,

nomo K o B¢t omo t (345

Eswurdeaul®rdemdie Orthogonalitivon m undn genutzt.In derBeziehung

m HO nk m M nk (346)

wirkt derHamiltoniannachlinks auf<m, undwenn diesin (358) einsetztwird erhdt man,

1 k1 k1 1
E, m ... E, m

Mit demEinfigenderEinsfolgt schlieftich,

n m m
m
m m X

mn
. m m
n
k 1 1 k 1 k 1 1
V. g En n .. En n

Fir die Stérungin zweiterOrdnungfolgt dann,mit (354),
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354

E,? nv m m V n
mn n m
\V/ 2
E,? n (349
mn n m

Man siehtwierderum daRRkeine Entartungvorliegendarf, dasonstder NennerNull wirde.

9.2.4* AlternativerWeg

Um die Stdungstheorienéher zu verstehen,macht folgende alternative Rechnung Sinn.
Zun&hstkanndasGrundproblengeschriebemverdenals,

HO E° ,° 0O (349
En En (350
fur 1 ergibtsich,
L h
HO E,© 1! HY 0 g1 ,°. (35))

Nunwendenwir einenSatzder Mathematikan,

L h (352

wir nennerk eineKernfunktionvonL , wenngilt,

Lk O (353
kL ,dr 0 k ha®r (359

die Lésbarkeitsbedinguniqutetalso,
k hd®r o. (359

Auch mit dieserFormulierungkannman(340) zeigen,dennidentifiziert manin (343)L undh,
undbeachtetnandal3k bereitsin (341)zufindenist als

n 0 k1 (35®
sofolgt nach(347)

n0 Hl n0d3r Enl n0 n0d3r 0 (357)

n0 H1 n0 d3r

. (358)

wasein &quivalenteFormulierungzu (340)ist.
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9.2.4NumerischeiVeg

Wiederausgehengom Grundproblem,

H ., E, (359
0
n Ak k n aw k 36
’ ’ (360
361

H ax Kk En  awx K (361)

k k

wir multiplizierenvon links mit <m,

How En mk @k O (362

k

Die LésbarkeitsbedingundiesesGleichungssystemist,

det Hwn En mk 0. (363)

Um sichdasbildlicher vorzustellen,

Hoe En® mc m HY Kk (364
Hi.! E;° E, Hop . Hin !
Hop 1 H! Ex° E, . Hon 1 0 (369
Hya * Hyz * . Hw! En® Ep

9.3 Zeitunabhéangige Stérungstheorie flir diskrete Eigenwerte mit
Entartung

Wir betrachterdasgleicheProblemwie in 9.2 allerdingsjetzt mit Entartung,

HO 112% En® n12?. (366)
Als problematiscterweisersich die Matrixelemente, ftidie gilt,

nl 0 \% n2 0 an n, 0 (367)

M.aW.in diesenBasissysteristH * nichtdiagonalisieriVir misserein Systerrsuchen
in demdiesderFallist Dazugeherwir Giberzudenstabilisierterzustéaden

0
n C11 nl0 Co1 n20 (369

0
n C12 nl0 C2 n2° (369

mit denengilt schlieftich

no Voo 0. (370




Quantentheorie

75

In der Entwicklungdefinierenwir,

0
ny

. 0 0
n - C11 ny C21 ny

. 0 0
n- Cl2 ng C22 n,
0

n

nl

nl

(371)

379

Setztmandiesenunin denMechanismusler St&rungstheoriesin, alsoan Stelle (344), soflhrt
die Methode auf 2 Gleichungssysteméiir die erste Ordnung, die dann folgende Form

annehmen,

Wi Ep 't

C11

1
W3, W2 Ey, Ca1

Wi Ep,t

C12

1
W3y W2 E,, C22

Esflhrt wiederauf eineS&ulardeterminante,

det Wy E, ! ik

0

373

deren L6sungen die Energiekorrekturenergibt. Mitunter erfordert diese Methode das

AusrechnereinigerMatrixelementd
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810 Streutheorie

Streuexperimenteggeben Aufschlul® Uber den Aufbau der Materie (Rutherford). Um eine
Streutheorieentwickeln zu kénnen stellen wir Anfoderungen,die das Wellenpaketerfiilen
mufd

1. DaseinfallendéNellenpakteseirdumlichausgedehnt
sodaf3keineVerbreiterungeintritt.

2.Esseiklein gegeniversonstigemdumlichenDimensionen
essoll keineWW mit demDetektorgeben

In der Quantenmechaniklefinierenwir den Streuerdurch ein PotentialV(r), daso.B.d.Ain
denUrsprunggelegtwird.

10.1Streuung einesWellenpakets;stationdae Zustande

10.1.1Zeitentwicklung
DaseinfallendeWellenpaketverdebeschriebenlurcheineFunktion ,
d*k

rto , 3 &N ay (374

esstellt sich als Fouriertransformierteler Funktiona, dar. DasMaximum von a liege bei Kg,
womit wir die Geschwindigkeit tiberdenimpulsangeberkénnen,

v :10 (375

Fir die Eigenzustéde (r) gilt,

2k2

B ., 0 (379

2
om VT owr Boxr (377

d®k

ol o 5 3 Kk T A A ? (379

wasformal eineandereEntwicklungals (364)ist. Nachder Zeitentwicklunggilt fur (r,t),

d3k iEkIlo

r,t 5 3 kAxe

379
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10.1.2Greenfunktion

Anschaulichkann man sich die Greenfunktionals Antwort unseresSystemsvorstellen,wenn

manmit gréidtmaoglicher Pré&issionund Stake, sprichmit einer -Fkt. stért !

Sei D ein beliebigerDifferentialoperator so kann man eineinhomogeneDifferentialgleichung

formulieren,mit einerinhomogenitéf(x),

D x fx.

(380

Die Losungsfunktion,die als Inhomogenité unter D eine -Funktion ergibt nennt man

Greenfunktion,

DG x, X x X .

Mit derKernfunktion ¢ I&Rt sichsogarsoforteineallgemeind_ésungangeben,

X 0 X dx'G x, x" f x°,
wasmanzeigt,indemmanD anwendet,

D D, dx" x x fx.

Darausfolgt (372).

10.1.3GreenfunktiorderWellengleichung

Fir die Streutheoridendigt mandie Greenfunktiorder Wellengleichung,

2 ) 2|2
2m E 2m
2 k2 0

Um diesezu erhaltenmuR3folgendeGleichunggeltst werden,

2 kGx X Sx X

(381)

(389

(383

(389

(389

(386)

mit einer Fouriertransformationvechselnwir in einen Raum,wo (376) eine einfachereForm

annimmt,
Gq cPye WGy

¢ k¥Gq 1

1

G q q2 k2

undmit derRicktransformatiorerhdt man,

(387

(389

(389
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dq |
ay
Gy ) 3 é
ein Integral, was an den Polstellen £k nicht existiert. Daher verschiebt man den

Integrationswegim ein kleines,imaginaes Stick,

1 (390
q2 k2

G x lim g3q3 2 é:: i (391)
Die Poleliegennunbei:
G:q ki 2k, (392
G:q k i 2k. (393

Was hier passiertist, ist eine Verricken der Pole aul®rhalb des IntegrationswegesEine
Verschiebunglesintegrationswegebéte zumselberErgebniggefthrt.

Wir formennun (381)so,dal3der Residuensatangewendetverdenkann.

. d®q g
G x Img) @ K (399
1 ) éqrcos
4 2 Im dg sind ¢ @ K (395
o 0
1 q2 éqrcos
s Y e i g (399
0
1 q ! )
4 2ijr dq g k2 i e e (397
1 q ;
a2 Y e i & (399

undandieserStellegreift derResiduensatayndwir erhalten,

G X 1 e ikr

4 r (399

anhanddererwir zwei Formenvon Greenfunktiorunterscheiden,
G : retardiertéGreenfunktion  auslaufend&ugelwelle
G :avanciert&sreenfunktion  einlaufend&ugelwelle

10.1.4FormaleLdsung

Wir kennennun die Greenfunktionfiir unserenDifferentialoperator,und werden (372) eine
Lésungerrechnen(nur retardiert)
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4
2 kG x  3x (400
Unser"Streupotential’himmt jetzt denPlatzder Deltafunktionan,

2 22

om om kX VX kX (401
woraus(372)folgt,

o 2M 3., 2 2 2

kX € , OXG x X VX ¢ x. (402

k setztsichauseinereinlaufenderWelle und einerStreuwdle. An dieserStelle nutzenwir die
gewonnenéreenfunktion,
ék x X

M By V X kX (403

gk )
K 2 X X

Da derDetektorweit vom Streuerentferntist, gilt

X X, (409
k x X k x 2xxX x2 kr k)r(x’ kr kX (405

undin (388)ergibtsichallgemeinestationéde StreulGung,

. akr
SR (406)
wobeials Streuamplitude
fi 2m2 EBxe™™v x X (407)

definiertwird, die nur nochvon derRichtungx/r abhéngt, nichtabervon demAbstand.
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Abb.10.1.1Streuungnit resultierendeiKugelwelle

10.2 Streuquerschnitt

Der differentielle Streuquerschnitgibt die Zahl der Teilchenan, die in dasWinkelelementd
um gestreutverdendividiert durchd unddie Zahl der Teilchen,die procn? einfallen,

d dN
408 q Nerd (408

Die Zahl dereinfallendenTeilchenist gegeberdurch,
Nein dtjein (409)

dN dtj, r>d (410

jeinistdieeinfallendeStromdichtedieliber 27 gegebeiist,

Jein omi 0 0 0 0 (411

w2 (412

Nein 0 dt o xt ?

Ahnlich wie die einlaufendewelle, wollen wir nun die auslaufend&Velle bestimmenyobeiin
derStromdichteallerdingsder Anteil auslaufendénteil von ¢ betrachtetverdenmuf3

f f
j m & 413
Jr m| I r 0 % r, t r r 0 r, t (

Einige Termefallenweg,weil Im(Real)=0.Eine explizite Betrachtung

... langereRechnung
. ko f &
IS 2 06Nt 2 (414
dN dtjyd 2 f 2q4 Ko
r k m
dt o gt 2
Vernachl&sigtmannochdie Verbreiterungsoerhdt man,
d dN 5
q Ny d fe diff .
(419

d fx , 2 total
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10.3* BornscheNé&herung

kro @« EBrer rvr r
Ko ErGr v o r”
L dkr fr'er rrvre” L

wir sehen,dalR immer das n&chst hthere (r') eingesetziwird. Die
Funktionf, ergibtsichin dersog.ltenBornscherNaherungzu,

1
4

fo dPrekry gk,
Weiterhindefinierenwir

K k" k ke k K’
dBre K v

V k Fourier
Beispiel"Yukawa-Potential"
Vvr Ae " A 1

d 2mA e
d 2 2 4kzsin22 fir 0

Rutherford

(4196

(417)

(418

Uber (400) festgelegte

(419

(420

(421)
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8§11 Zweite Quantisierung

Die Vielteilchentheorie

11.1GrundlegendeDefinitionen

Grundlageder Vielteilchentheorigast die Ununterscheidbarkeiton Teilchen,sie sindidentisch.
Der Hamiltonianbeinhaltetdabeidie Wirkung aufjedes derN Teilchen,

H=H(L,...,N). (422

11.1.1Transpositionsind Permutationsoperator
Der Transpositionsoperateertauschtie Positionvon zwei Teilchen,

Pi by e o ey ey 423
waseinerVertauschungler Orte der Teilcheni undj entspricht.

Eine PermutatiorP ist ein ProduktausTranspositionen,

P Pi. (4249

ZusammengefdRwerden die Permutationereines Systemsmit N Teilchenin der Sy, der
Permutationsgruppélije N! Elementehat.

EsgeltenfolgendeVertauschungsrelationen,
PH 0 P Q OwennQsymmetrisch (425

11.1.2ErwartungswereinesMehrteilchenoperators
Q dVXx  Xp..Xny Q Xg...XN (426

11.1.3Antisymmetrischeindsymmetrisch&usténde

In derNaturkommennur antisymmetrischedersymmetrisch&ustadevor. Fir siegilt,

Pi s by s e s ey e e 427)

Pi a by oy o P (R (428
SymmetrischeZustande werden durch Bosonen realisiert, die zu den antisymmetrischen

Zustédengehdaigen Teilchenheil®en Fermionen.

Diesfiihrt auf dasSymmetriepostulagder Natur):

Der Hilbertraum von Zustandsvektorereines Systemsidentischer Teilchen, enthdt
entwedemnur symmetrisch@derantisymmetrisch&€ustande.

(429
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11.1.4Symmetrisierungsand Antisymmetrisierungsoperator

Wir definierendenSymmetrisierungsoperat&rals,

S P
oo (430
unddenAntisymmetrisisierungsoperatér gem,
A sign P P (43))
P Sy
11.1.5Vollkommen(anti-)symmetrisiert&ustéande
Ein vollkommensymmetrisierteZustandwird durch
nin 1 S ipip...i 43
1Ny ... Ny 112...IN (432

gekennzeichnetwobei n; die Anzahl Teilchenim Zustandl usw. angibt. Dagegenist die
NotationdeshinterenKets andersj; ist der ZustanddeserstenTeilchens,und die Positionwo
er stehtgibt anwelcheTeilchengemeintist (DoppelteKennzeichnung).

Da ein Zustandvon mehrerenTeilchen besetztwerden kann, muf der Normierungsfaktor
entsprechendewdnlt werden.

Bei Fermionerkannjedermdgliche Zustandnur von einemTeilcheneingenommenverden die
vollkommenantisymmetrisierteZustadesindalso,

1 S
nins... N A djip..iy . (433
Satz Die vollkommensymmetrischerfantis.)Basisfunktionersindim Raumder symm.(antis.)
Wellenfunktionenvollstandig.

In beidenF&len gilt fur die Gesamtteilchenzabhl,

N n;
i
Fall man die Zustéde mit N=0,1,... zusammen,so erhd man ein vollstdhdiges
Orthonormalsystenf{ir da3folgendeBedingungergelten,

11.2Bosonen

NiNy... ng Ny ... MM Mgy’ e (439

und
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nin... nmn... 1 (435

Ny Ny...

11.2.1ErzeugemundVernichter

Wir kdnnen Erzeugerund Vernichterdefinieren,die ein Teilchenin einemZustanderzeugen
bzw. vernichten. Dadurch veréndert sich die Gesamtteilchenzahlganz im Gegenteil zu
Standardoperatoresie p oderx.

a ...nj.. n 1 .nj 1... ,
g ...nj... n ..n; 1... ,

und offensichtlichkannmantber

g ¢ NinNo... N

die Teilchenzahin einemZustand berechnenynddamitergibt,

a3 N (436

die GesamtteilchenzahN heiflt daherTeilchenzahloperator.

Fir dieBosonenleiteroperatorgeltendie Vertauschungsrelationen
8a 0 a,q 0 a3y T (437)

11.2.2AllgemeineFormvon Einteilchenoperatoren

Ein beliebigerEinteilchenoperatosetztsichausdenEinzelteilchenoperatorezusammen,

wirk auf

Teilchenl
T ty t, t3 .. t (438

it ] (439

. (440
i
T 5 J (441)
i
Durch Anwendenvon (440) auf einenbeliebigenZustand n;n,... , kanngezeigtwerden,

daf3der Operatomwie die Hinterneinanderauskiiungvon ErzeugemundVernichterwirkt.

T it a g (442)
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seziel,
Ho iq &, (443
11.2.3AllgemeineFormvon Zweiteilchenoperatoren

Analog zu den Einteilchenoperatoretassensich Zweiteilchenoperatoremit Erzeugernund
Vernichterndefinieren,

1 2
F 2 f X, X (444)

1 ..
Fog ij f2 km a & ana (445

i.j.km
Der Faktor1/2 ergibtsich,weil jederTermnur einmalgewertetwerdendarf.

Der Hamiltonoperatowirde in dieserSchreibweisalie Form,

1 .
H i Uja g j f km &g a ana 44
Ny 2 (446
1]

11.3Fermionen

11.3.1Slater-Determinante

Fermionensystemsind wegenihrer Zustandsauffiilung grundlegendson Bosonenverschieden,
denn bei Fermionendarf jeder Zustandvon nur einem Teilchen eingenommerwerden. Mit
(431)und(433)gilt,

1 . L
niny... sign P P iqio...iy . (447
N ps,

woran zu erkennenist, dal es sich bei der Summeum eine typische Determinantendefinition
handelt.Diese Determinantenenntman Slater-Determinantg447) stellt sich schlieflich dar
as,

11 1 Il 2 oo 1 N

1 i i e
e 2 1 2 2 2 N (448)

Die weiterenDefinitionensind analogzu denBosonenbis aufdie Erzeugemund Vernichter.

Ein Beispielfir denUbergangn die Ortsdarstellungst,

1
x1X2 0,1,01 , 2 X1 Xoa 2X a4Xp (449
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wobeimanfir jedesTeilchenaucheinenOrt "zur Verfligungstellen“sollte.

11.3.2ErzeugemundVernichter

Bei den Fermionenkann nur ein Zustand erzeugtwerden, der noch nicht besetztist. Die
Definition der Erzeugergehtnun auf denVakuumzustanaurick. Man kannsichdie Wirkung
einesVernichterswie folgt klarmachen.

Zun&hstbetrachtemandie allgemeinéWirkung auf denVakuumzustand,

A iliz...iN Gi1 G ...Gny O (450)

A izil...iN Co G .Gy O (451)
was gleichzeitigdie Wichtigkeit der Reihenfolgeklarmacht.Da beide Zustade negativgleich
sindgilt die Antikommutatorrelation,

G .G 0 cg ¢g
¢« wirkt als Vernichter, dann bedeutetdies, dafd die k-Zeile der Determinantenach oben

vertauschwird. Dabeikommt,abhéngig von k ein VorzeichenwechselustandeDannwird die
ersteZeile, unddie letzte Spaltegestrichen.

1 1 11 2 ... 1 N

1 i 1 02 2 .. 2 N
Cx
iNn 1IN 2 IN N
1K1 i1 1 11 2
45
N (452

iN 1 iN 2
Die Wirkung des Erzeugersist dementsprechendimgekehrt,eine Zeile und letzte Spalte
einflgenund andie Stellek vertauschen.

DenVernichterdefiniertmanals,

C NiNo...N... Ng NgnNo...ne 1 ... (453
unddenErzeugemls,
G Niny...Ng... 1 ng mny...nge 1... (459
mit demVorzeichenselektor,
1 ik 1, 1.
DasVorzeichenrkommtdadurchzustande,
NNy ...N... ¢t "¢ M. 0 (455

ein Anwendervonc, oderc, bedeutetliesjeweils i kN;j -maligesVertauschen.
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Man kanndie folgendenVertauschungsrelationerachrechnen,

a, & 1 aa 0 g, 0 a,u4q i (459

Die Operatoremehmerfir Fermionerdieselbeé~orman,wie fur Bosonen.

11.4Feldoperatoren

11.4.1Definition der Feldoperatoren

Der Erzeugelim Basissystender , wird durchdenErzeugelim Systemi gebildet,durcheinen
Basiswechsdl,

b (457
I
undsomitgilt auch,
a 1 3 (459
I
a . i a. (459
I
Die Feldoperatoreerzeugerein TeilchenamOrt x,
X i X & i X g 46
i i ( O)
X X i g P X g (461)
i i
Eine Teilchendichtdafdt sichdurch
n x X X (462
Die Gesamtteilchenzal@rgibtsichdurch
N x x x. (463

Der Begriff "Zweite Quantisierung"kommt von der Analogie dasdie Teilchendichteformal
nunsoaussiehwie die Wahrscheinlichkeitsdichten Zustand .

Auch die weiterenOperatorenassersichauf die Feldoperatorenmschreiben.
11.4.2Umschreibungler Operatoren
2
2

T ijaTija ij dtBxa i X om P X g
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i d®x X X (464
2m
Bei der Rechnungwurden lediglich die Definitionen ausgenutztanalog sind alle anderen
wichtigen Operatoren umschreibbar, es wird immer (442) und (445) genutzt. Der
Hamiltonoperator, bestehend aus kinetischer Energie, Einteilchenpotential U und
ZweiteilchenpotentiaV/ schreibtsichschlieflich,

2

H d® x om X x Ux X X

1
2

Auch die Stromdichtdst in Analogiezur 1tenQuantisierunganzugeben,

d®x dBx  x X Vxx x X (465

j X omi (466

11.4.3Bewegungsgleichunder Feldoperatoren

Im HeisenbergbildeinhaltenOperatorendie Zeitabhagigkeit. Ihre Zeitentwicklungist durch
eineunit&e Transformatiorgegeben,

x,t d x0ei" (467

wobei fir H (465) eingesetztwerdenkann, und man eine nichtlineare Schrdlingergleichung
erhdt, in dernochein nichtlinearerTermwegendesZweiteilchenpotentialéibrigbleibt,

2
: 2
- om Ux xt

EBx XtV xx X, t xt (468

Man rechnetdiesnachiberdie Heisenberggleichung.

11.4.4Impulsdarstellung

Die normiertenEigenfunktionerdesimpulsessind,

1 .
X gk 46
‘ v (469
vV LylLyl, (470
mit denRandbedingungen,
gk x Lo ghx 47y

werdendie maglichenWertedesWellenzahlvektorgingeschrilt,

nx ny nz

k2 472
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Mit Hilfe von (469) rechnet man die Eingége des Hamiltonians einzeln aus, z.b. das
Einteilchenpotential,

K U k dtBx ¢ x U, x (473
v dBxuel K kx (474
, 1
K U k v Y K (475

Auchfur dalRZweiteilchenpotentidlaf}t sichdie Fouriertransformierteinfthren,

V X v Vqé s (476)

q

und mit Hilfe der -Definition findet maneine Darstellungfir V [...]. Zusammerergibt sich
der Hamiltonianim Impulsraum,der sich mit denk-Erzeugernund Vernichterndannschreibt
alsgem® (446),

2K? 1
H om & & ,  Ucka &
k Kk
1 (477
oy Vada &g &
apk

Die Vertauschungsrelationdautenhierfr,




Quantentheorie

8§12 Fermionen% Bosonensysteme

Anwendungsideedter Vielteilchentheorie

12.1NichtwechselwirkendeFermionen

12.1.1BericksichtigungdesSpins

Der Spinwird nun zusézlich bericksichtigt,dabeigehtder Anzahloperatoriberin,
n x X X n x X X (479

DenHamiltonoperatounterBericksichtigungdesSpinsschreibtmandannals,

2

H d® x om U x

dBxd¥x X - X Vxx X X

Mit denzugehdigen Vertauschungsrelationdir die spinabhégigenFeldoperatoren,

X, X 0 (479
X, - X 0 (480
X, - X - X X (487)

a.,a - O (482
a ,ac - 0 (483
A& , & - Kk ’ (489

12.1.2Fermi-Kugel

Bei einemFermi-Gassind alle Zustédnde bis zur "Fermi-Energie"besetzt Dies gilt aufgrund
des Pauli Prinzips, nachdemFermionennie in demselberZustandsein dirfen. Wir erfassen
diesen'Gesamt"Zustandurch

0 » O (485
Pk

wodurchauchgleich alle Spinsabgedecksind. Man sprichtauchvon der sog.Fermi-Kugel,da
raumlich die betragliche Begrenzungeine Kugel ergibt. Dies &ufert sich auch durch den
ErwartungswerdesTeilchenzahloperatorgler entwederl oder 0 ist, jenachdenob der Wert
vonk innerhalboderaulerhalbder Fermikugelliegt.
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Die Fermi-Energidst danndefiniertiberfolgendeUberlegung,

ki

3
N oon, 2 1 2v %P
’ 2
P, Pk 0
V k3
3 2
3 2N
3 48
K Vv (486)
2kf2
48
= (487)

12.1.3Paarverteilungsfunktion

Als n&hstessoll eine Hilfsfunktion betrachtetwerden,die Aufschluf? iber dasVerhaltenvon
Fermionengibt. Die sog. Paarverteilungsfunktiogibt an in welchemAbstandzwei Teilchen
gleichen Spins mindenstenshabenmissen. Sie ist ein Mal3 fir die Wahrscheinlichkeitein
"Teilchenpaar'im Abstandx-x" zufinden.

Ausganspunkbildet,

"X, X

ein Teilchenwird durch an der x entfernt.Die Dichte wird nun durch den Anzahloperator
berechnetDafir setzerwir dallMatrixelement,

© X, - X o x X,
n 2
x - X X X 5 g - x X (488

Ausrechnerkann man dies nun, indem man die Definitionen fur und nimmt, dort die
Impulseigenfunktionen einsetzt,und schautwas rauskommt.Dabeiist eine Fallunterscheidung
wichtig,

1 .
bsp v % (489
P
2 . PR .o
2 g'xx' 12 elkaIqu
kk',0,9”
a & Ay A& (490

Hier wird nun die Fallunterscheidungvichtig, (1) ! k=k” und g=q, in diesemFall
unterscheidesichdie beidenTeilchenund manerhdt

g -x x 1fur ~ (497
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DiesesErgebnisbedeutet,da3 fur unterschiedlicheSpins die Wahrscheinlichkeitunabhagig
vom Abstandist, somitgilt fur TeilchenungleicherSpinsnichtdasPauli-Prinzip.

(2) = 7, wasGleichheiterin denWellenzahlemachsichziehtfiihrt dannauf,

g -x x 1 33 sinx  xcosx? (492

0.9975. 2 6 /810 12

0. 995
0. 9925
0.99
0.9875
0. 985
0. 9825

wobei deutlich dal3 Korrelationsloch zu bei x=0 zu sehen ist. Dahinter steigt die
Wabhrscheinlichkeitimmer mehr, dald beide Teilchen den Abstand, der auf der x-Achse
eingetragenvird, besitzen.

12.2WechselwirkendeFermionensysteme

12.2.1Grundlagen

Klassisch werden durch FermionensystemePlasmen beschrieben, quantenmechanisch
Festkdper. Wir gehen aus von einem zusammengesetztehlamiltonian aus, der neben
entsprechendekinetischerEnergienauch eine Elektron-Elektron eine Elektron-lon,und eine
lon-lon-Wechselwirkungeinhaltet

H Hee Hei Hi. (493
’ Nep2 101 &
ee
., 2m 24 SR (499
i
Ne N,
Hei Vei i Rm (499
ilm1l
N, ,
F).
H;i 2;\/| Vi Rn Ry (499
m 1 mn

12.2.2Mogliche Approximationen

(1) Die Elektronenbewegungvird in einem starren lonengitter angenommenDies fihrt
Blochfunktionenin periodischerPotentialenRealisierim Phononenmodell.
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(2) Wir kénnendie e -Bewegungm ausgeschmiertefonenhintergrundbetrachten Realisisert
durchPlasmonen.

(3) Die lonenbewegundsannvor einemausgeschmiertee - Hintergrund betrachtetwerden
Diespassiertwenndiee genugZeit habensichaufdie lonenbewegungin einzustellen.
12.2.3Beispiel:Jellium-Modell

(1) Ne-Elektronentretenmit Coloumbwechselwirkunguf.

(2) Essind N; einfachgeladendonenvorhanden.

(3) Die lonenbildeneinenausgeschmiertedintergrund.

In diesemModell interessiermansich fir hochfrequentelangwelligePhononenin Festkaper
wo die lonendichten;(r) :'\\," =const. angenommerwird. Die Blochfunktionengehendort in
periodischeNellentber.

12.2.4AufstellungdesHamiltonians

Wie bereitserwéhnt, missenwir in (493)alle Termebericksichtigen.

1 €& 3 3. i rn r rr
Hi d&r  d°r .
24 4 rr
Konvergenz
Summatiorgeht erzeugender
in Integration Term
tber
&€ 4 N?
Hi g o 2V (497)

Herkunft der Formel: Nolting EDynamik, 5.Aufl. Seite 63 (2.47), Feldenergie einer
kontinuierlichenLadungsverteilung.

Der KonvergenzerzeugendeTerm ermdglicht es die Abschw&hung der lon-lon-
Coloumbwechselwirkundurchdiee nochmitzuerfassen.

&€ N2 4

Hei 4 oV 2

(499

&€ 4

2
v 2 NN (499

Hee

Aus diesen3 Termenrechnetman denGesamthamiltoniaaus,wobeisich 2 der Termewieder
gegeneinandaregheben.
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(500

2k2
H P A X
K,
& 4
2V ankqv ak,q’,a(,,ak
kk,q , °
qo0

12.2.5*GenderteLosung;*Hartree-Fock-N&aerung

JedeForm einer exaktenLdsung der Schrdalingergleichungfiir mehr als zwei Elektronenist
aussichtslosUm dennochakzeptaleVoraussagerzu machen,wurden Néherungsverfahren
entwickelt, die helfen sollen die Energieniveausabzuschiéen. Beim Hartree-Verfahrerwird
ein Elektron im Kernpotentialbeschriebenwelchesnoch zusézlich ein Potentialdurch die
andererElektronenverspiit. Die Néherungliegt alsoin der WahldesPotentials.

Die Modifikation Hartree-Fockbeinhaltetdabei noch zusdzlich die Vielteilchenvorstellung,
realisiertdurchdie Slaterdeterminante.

In unseremFall werden wir wie folgt vorgehen: Zun&hst wird die kinetische Energie
bestimmt,unddann die potentielle Energie in erster Ordnung Stérungstheorieals Stdterm
identifiziert; zusammengenommerhdt mansomitein gendertesErgebnis.

Die kinetischeEnergieberechnesichaus(500) zu

2

E° o Han o, K ki oKk (501)
K,

mit o gegeberaus(485),und der Heavyside-Funktion. DasErgebniseinerintegrationtiber k
ist, in dembereitsrs:;g benutztwurde,

€ 221
0
E 22 4 rszN (502

Als n&hsteswird die potentielleEnergiein ersterOrdnungberechnetdabeiergibtsich,

0.916
E? ryd (503
Is
mit derDefinition desryd,
1 &
1ryd 13, 605eV 50
v 4 0 ZaBohr ( 4)

Wir erhaltenzusammenfasseridigenderwichtigenAusdruck,

Kinetischer Austausch

Term Term
E 221 0.916 ) (509
ryd ... hohereTerme
N re? i
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0.1,
0.075¢
0.05¢
0.025¢

10 20 30 40 50
-0.025|
-0.05/

-0.075]

-0.1¢

EsexistierteinebevorzugtdPositionbeirs  4.83ay.

12.3NichtwechselwirkendeBosonensysteme

Die BosonenverdendurchdenZustand,

Mpo Mot - (506)
charakterisiert.Dabei erfal n,; die Anzahl der Teilchen, die sich im Impulseigenzustand
p:befinden.Mit denDefinitionenderFeldoperatoreim Impulsraumergibtsichdie Dichte,

1 S
e ikx ik'x a ac (507)
k,k”

L N N n
VooV (508)

Genauwvie denFermionensystemehVir betrachtemur Spin=0.
Die Paarverteilungsfunktiokannmanebenfallsvie bei Fermionererhalten,
ng x x x X X X

1

2
kk'g,q

e ikx igx” ig'x" ik'x

& & 9 & (509

EinedetailierteBetrachtundiihrt zu folgendenErgebnissen

1. Sind alle Bosonenm gleichenZustandpg, soist g(x-x") unabh&gig vom Ort, und esliegen
keineKorrelationenvor.

2. Nimmt man dagegereine gaulfdrmige Impulsverteilungan, so stellt sich heraus,dafi die
Paarverteilungsftkg(x-x") bei kleinen Absténden erhdht ist. D.h. die Wahrscheinlichkeizwei
Teilchennebeneinanderu findenist gréler, die Bosonerklumpen.

, -2
nPgx X n?1 e:zXX

ist dabeidie ImpulsbreitederVerteilungvon Impulsen.
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§13 Die Dirac Gleichung

Postulateder relativistischenWellengleichungen

13.1Elementeder Relativitatstheorie

Die Metrik im Minkowski-Raumist gegeberurch,

10 0 O
0O 1 0 O -
0 0 10 ' (519
0O 0 O 1
in denViererkoordinaten,
X0 ¢t xt x X y X3 gz (511
undmit dem4 dimensionaleriAbstand"ds,
d$ Ed? dx® dy dZ dx dx . (512

13.2Die Klein-Gordon-Gleichung

Nach dem Korrespondenzprinzipgehen die Grd3en der klassischenPhysik durch eine
entsprechendeOperatorschreibweisén die quantenmechanisch&ormulierung tber. Nun
nutzenwir die relativistischeEnergieformel,

E  p2c2 my2ct (513
E2 p’® me?ct (514

undsetzerdort die Operatorerilr E undp ein,

515 2 t2 2C2 2 m02C4 ,

4 (515

1
2 2 2 c 0

t m?

was bereits auf eine mdgliche Formulierung der Klein-Gordon-Gleichungfihrt. Um eine
Lorentzkovarianz zu zeigen ist es mitunter sinnvoll die formalen Konventionen der
Relativitéstheoriezu ibernehmendie Differentialoperatorefauten

ct ct

. X . X
kontravariant kovariant

z z

undihr Produktergibtdend Alembert-Operator ,

1
c2 t2 2 (516)

damitschreibtmandie Klein-Gordon-Gleichung512)in verschiedeneBchreibweisenls,
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2 2 4
m*c , 0, (517
mc
0.
Da dasProdukt ein Lorentz-Skalaiist, sprichtmanvon einerrelativistischerinvarianten

Gleichung.Die Schrdlinger Gleichungist nicht relativistischinvariant,weil in ihr Ableitungen
ersterundzweiterOrdnungvorkommen.

Allgemeine Konvention griechischelndizes kennzeichneralle 4 Komponenten lateinische
lediglich die 3 Raumdimensionen.

Es sollen nun noch Dichte und Strom berechnetwerden, dafir multipliziert man die KG
Gleichungmit , und zieht daskonjugiertkomplexeder neuenGleichungdavonab. Es fihrt
wiederumauf eineKontinuitésgleichungder Form

divi O (518
mit
i
2mea t t (519
j (520

2mi
Die KGGleichunghatfreie Lésungender Form,

x,t dEtpx (521)

13.3Postulatder Dirac-Gleichung

Da die Klein-Gordon-Gleichungiur TeilchendesSpinsO0 erfafi, soll eine Gleichunggefunden
werdendie auchElektronenbeschreibekann.Die Dirac-Gleichundautetin einerGrundform,

i Sk, m@& H (522

ist hierbeiein Vektor, wie beiderPauli-Gleichungnur mit 4 Komponenten.
Anforderungeran die Gleichung:
(1) Die Komponentervon missendie Klein-Gordon-Gleichungrfiilen.

(2) Esexistiertein Viererstromder Erhaltungsgre ist, dessemullte Komponentesine positive
Dichtebesitzt.

(3) Die Dirac-Gleichungmuf3lorenzt-kovariansein.

(4) Im nichtrelativistischerGrenzfallmuf3sichdie Pauli-Gleichungergeben.
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13.3.1Kontinuité&sgleichung

NachdemiiblichenVerfahren(518)findetman,

divj 0 (523
mit derDichte = unddemStromj,

il k

J ¢ (529

13.3.2Eigenschaftenler Dirac-Matrizen

Nach Anforderung(4) muRjedeKomponentevon die KG-Gleichungerfiilen, darauswerden
Bedingungeriur die Dirac-Matrizenformuliert,

b2 (525
i o (526)
Sp* sp 0 (527)
22y (529

Griundefiur spezielleDarstellungder Dirac-Matrizender DimensionN:

(1) Wegen(527) muf3 die Anzahl positiver und negativerEigenwertegleich sein, womit N
geradeseinmuf}

(2) zweidimensionaleMatrizen reichen nicht, da man nur 3 antikommutierendeMatrizen
findenkann.

Die kleinstmdliche Strukturin denendie obigenBedingungenealisiertsindist N=4.

13.3.3DarstellungderDirac-Matrizen

Diessinddie Matrizenin einerspezielleiWahl der Darstellung.

13.3.4KovariateFormderDirac-GleichungClifford-Algebra

(522) kannumgeformtwerdengema,
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mc (530

Man kann dies weiter vereinfachendurch die Daggerschreibweiseon Feynman.Dabeiwird
zu einemSymbolzusammengefal}

WeitereDarstellungder Dirac-Matrizenerhdt maniber M M.

Die -Matrizenmissendie sog.Clifford-Algebraerfiilen,
P g (530

13.3.5Kopplungandaselm. FeldundnichtrelativistischeGrenzfall

Die Dirac-Gleichungwird minimal andaselm. Feldgekoppelt,

i« cp A mP e (532

e
p LA (533
i c mc e (534)
K k
i ¢ 0 “
t K, 0
10 00 (539
01 00
" 00 10 ©
00 0 1
X X
0 y y
c 0 “ c ‘ ‘ (536
ke 0 X X
y y 0
z z
0
c X X )é)y z z (537
X X y y z z
iy c mc? e (538

Zur Energieabspaltungird folgenderAnsatzgewdnlt,
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imc

e

beidesserkinsetzerin (542)die Gleichungen
i ¢ C e (539
i ¢+ C 2mé e (540
Hauptnéherung die angewendetvird, ist in (544) die Vernachl&sigungaller Terme die keinc

enthalten!

c 2mé 0 (541
2mc (549

wobei und nachwie vor 2d Spaltenvektoresind. Zurickeingesetzin (543)erhdt man,

. 1
[ om e (543

wasdurcheinigeUmformungerauf die (ausgerechneté&assung,

P _A B e (5449

fuhrt, die bekanntePauli-Gleichung.

Bei der Herleitung sind wir nun nicht von irgendwelchenSpinannahmerausgegangerynd
auch nicht von experimentellerErgebnissenlediglich von der Dirac-Gleichung.Der richtige
LandéFaktorergibtsichvon selbst.

Um diesbesserzu erkennerkann(549)riickwertigumgeformtwerden,

B rotA ; A ;Bx;Lrp;S2 (545
. p? e €
it om  2mec L 2SB 2mc2A e (546
3
Hint B, o A e (547
e
Bahn Spin 2me 2S (548)
e
Spin g 2me S (549)

g 2 (550
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814 RelativistischeQuantenmechanik

AnwendungeR:. skizziertd dsungswege

In denfolgendenAbschnittenbefindensich Lésungenzu denobenaufgefinrtenrelativistischen
Wellengleichungen.

14.1L6sungender Dirac-Gleichung fur freie Teilchen

14.1.1RuhendesfreiesTeilchen

Die raumlichenAbleitungenwerdenin diesemFall zu Null, undvon (522) bleibt

i mc? (551)
1 10 00 1
2 2 01 00 2
Co 00 1 0 L (552)
2 00 0 1 2
t 1 mc? 1 eee e (553)
1 0
e imczt 0 e imczt 1 55
1 0 2 0 (559
0 0
0 0
eimczt 0 eimczt 0 55
1 1 2 0 (559
0 1

Die Losungenassersichmit =c=1alsoschreiberals,

X U m,0e™ X Vv, m 0 &M (556)

mit,

up moO T m,0 vy m, 0 vom, 0

o O O -
o O+ O
o » O O
= O O O

14.1.2Spinorenmit endlichenmpuls

Im Gegensatzu den exponentiellabfallenden_dsungenvon (556) werdennun Lésungenmit
einemimpulsgesucht.Dabeiwird die Dirac-GleichungohnePotentialverwendet,
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i cp md (557
mit demformalenSkalarprodukt
k 55
P K (558
wahlt mandenAnsatz,
X, t xe t (559
1
¢ 2 X, t
X, , % t (560
4
undsetztihn in (557)ein, soergibtsich,
0 o Lo 561
c 4P MoC™ o 4 (561)
c p mc (562
c p mc (563

mit demweiterenfreien Impulsansatzgderdanndenzup gehdigenImpulseigenwerp liefert,

e Pl (564)

mec®1l o Cpg
56
CPo m00210 (5)

Dies entsprichteinem linearen Gleichungssystemglas nur dann eine Lésung hat, wenn die
DeterminanteNull ergibt,

mg ¢2 cp
det 0 56
cp mq ¢ (569
E, ¢ p? mpc? (567

I6st mandie untereGleichungvon (565)nach g auf, sogilt

cp
me2 ° @ (568
Normierung
0
o N . (569
mec2 0O

o ist damit allerdings noch nicht bekannt. Die Normiergung N wird zun&hst Uber
Orthonormalitésbedingundestimmt:
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CZ 2 m CZ
N2 1 N ¢ B
mecz Ep 2 B
. . 1 0 ]
Das noch nicht bestimmte o "setzt" man als 1= 0 und »= 1 und man erhdt das
Endergebnis,
Mo c? Ep r i i
e Pre Et (570
P, I
2 Ep cmopc2 r

Es entscheidet Uber dasVorzeichender Energie,p tber denImpulseigenwerund r Uber die
SpinprojektionDa gnicht festgelegivar, muf3e ein weitererOperatorgenutztwerden,

0 70
p o P (571

H p O (572
Schneller,aber noch zu normierenist jedoch die Schreibweisevon (570), benutztals freie
Lésungmit separierteZeit:

14.2 GebundenerZustand eines -Mesons:DasPionischeAtom

14.2.1Klein-Gordon-Gleichungm elm. Feld

Ausgangspunkist Gleichung(515),in dernundie minimaleKopplungeingerechnetvird,
2 t2 2C2 2 m02c4 , (573)
i ce? & . °A m2d (574

14.2.2L6sungderKG-Gleichung

AbspaltenderEnergie:
X, t xel ! (579
Ee?2 & . °A  m2d (576)
Spezialfall:Sphaisches symmetrische®otentialmit  (r) und A=0:

E e? 22 2 m’¢t (577

AnalogeRechnungumnichtrelativistischerall, auchhier Separation,
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578
ra 1 R r Ylm 1 (

die auf eine zu (208) dhnliche Gleichungfuhrt, indemman in Kugelkoordinatenin (577)
einschreibt,nach einzelnenVariablensortiert, die Teilgleichungmit der EigenfunktionY 16st
(die Losung kennt man ja bereits), und dann diese Lésung wieder in der separiertenGl.
enbettet,

1dd 1 1 E e r?2 mc
57
rdrdrr r2 R 2¢2 R. (579

Betrachtemanein -Mesonim Kernfeld,sogilt fir dasPotential,

Z 2
e f_o (580

eingesetzin (579) ergibt sich nacheinigen Substitutionendarunter = r eineDgl. fir R, die
wiederumdie GestalteinerentsprechenaichtrelativistischerSchrdingerformulierungoesitzt.
Die AsymptotischerGrenzfdle, Ound liefern einenstrukturellenAnsatz,

2
R 2 e 2

derzusammenmnit der Differentialgleichungeine Rekursionsgleichungrgibt, die so beschaffen
ist, dal3 sie auf e fuhrt. Daher mul? die Potenzreihefir () abbrechen.Durch die
Abbruchbedingungerhdt man eine Gleichungfir denEnergieeigenwerE, der nacheinsetzen
aller Substitutionenn einerPotenzreih@on 2 Z 2 entwickeltwerdenkann,

vgl.

227 5 rel. Korrektur (581)
Ry Ry 1 8 4
Eme 5 % 112 4n Ry
14.3Dirac-Gleichung im Coulomb-Potential
14.3.1Raumspiegelungnd Paritd der Spinoren
Lorentztransformatioder Raumspiegelung:
1 0 0 O
0 1 0 O
00 10 (582)
0 0 0 1
worausmanmit
st s (583
die Transformatiors bestimmt.Die Losungdazulautet
S P d . (589

Somitist der ParitdsoperatoiP gefunden.
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14.3.2AufstellungderDirac-Gleichungnit Potential

Im Coulombfeldgilt dasPotential,

fur A=0, folgt mit demkorrektenPotential:

Hoiie € P m&E Vr

Durch Abspaltender Energieerhdt manwiederdie stationde Dgl.:

X, t xel "
H c¢cp mé& Vr E

H c . mé Vr

14.3.3.Gesamtdrehimpulalsgeeigneté®bservable

(589

(586)

(587)

(589

(589

(590

Die Operatorerni_,,  undL? vertauschemicht mit H. Der Gesamtdrehimpul§ kommutiert

dagegemit H,

JLSLl2

damitgibt esgemeinsam&igenzustédevon J;, J2 undH.

L,H ic xpy yPx S, H

J,H O

DamitkénnenausdenEigenzustddenzu J, auchEigenzustédefir H gefundewerden.

m m mg m 1
j | s | 2
I'm I m; !
| j 2
I'm I'm !
| j 2
1 1
m Yim 1 g
1 0
m Yim 11
1 1
3 1 m; L, S |Im

(591)

(592

(593

(599

(599

(596

(597

(599
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599

damit sind Eigenzustéide zu J, (und J?) gefunden.Damit sind (593) und (594) auch
EigenzustAdezu H.

Da der Wechselzu denEigenfunktionensysterer J einenBasiswechsallarstellt, mul3mandie
Clebsch-Gordan-Koeffizientamitbetrachten,

1

L2 _Clebsch Gordan Faktoren  Yim
J1 ]2y JijJomyimg |1 J2m; J1J2mgmy
jim m; my
far my far my
0 2 1 2

Das ergibt mit fertig ausgerechnete@G-Koeffizienten 1, 5, 3, und 4, zwei verschiedene
Drehimpul skombinationen

1 Y|’ v
K " v (600
1 ,

N NP
N

s 2Y|,mj

Mit
(602)

14.3.3Paritd alsweitererOperator

Da noch nicht bekanntist, wie man die Losung (600) sinnvoll zu Lésungenvon H

zusammensetzt.
P (602
e (603
10
e a il (604

D.h. und habenumgekehrtdParitd.

14.3.4Ansatzund Systemim Coulomb-Potential

Ausgehendion 587 setztmandieMatrizen und einsoerhdt man
E m& V . 0 (605

E mé V . 0 (606)

Man nutztnundenAnsatz,
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70 jm (607

abhéngig von derurspringlichenWabhl derVerknipfung,

| 1furj |

60
| 1firj | (608

N NP

Eingesetztin das System (605,606) ergibt der Ansatz (607) dann, nach technisch nicht
einfachenRechnungengin Systemvon gekoppeltenDifferentialgleichungenjn dem bereits
einigeSubstitutionervorgenommenvurden,

dG 1 z

G E myd F,

dr r c r

dF 1 Z (609
F E myc G.

dr r c r

14.3.5Asymptotischd_6sungen

Fir r Owerdendie Termedominant,in denerr im Nennersteht:

dG z

& & L FO (610
dF z

o (F .G o (611

Dieswirde durcheinePotenzfunktiornvonr gelést,

FF.G r mit 2 72 2 (612

was man dadurcherhdt, daBmandenAnsatz r in (610) einsetzt,und zun&hstdie Dgl’s
entkoppelt,dabeikommteinin quadratischeferm zustandeder durchdie PQ-Formel(612)
ergibt.

Zun&hstsolltendie DGL’s nundimensionslogemachiverdenwasdurchdie neueKoordinate

2r (613
realisiertwird. istdabei

mo2ct E2 (619
WeitereAsymptotik suchtmanbei . Mit derneuenvariablenhabenwir dasSystem

dG G E mc& Z

q 2 ¢ F (615

drF F E my¢® Z

d 2 ¢ G (616
zu analysierenyelchesur die Form

d 2 c
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dF E myc? G (618
d 2 c
wasauf die Proportionalitd hindeutet
Ge ? Fe ? (619
14.3.6WeitererAnsatz
G E mpcte 2 ; (620
F E myc2 e ? 1 2 (621)

Asymptotik

In den ’s stecktweiterhin eine Potenzreihenentwicklungler sich durchein Umschreibervon
(615,616)anbietet,

Asymptotik
m m

1 m 2 m (622)

m 0 m 0

Damit nun diese Potenzreihe nicht gegen eine Funktion konvergiert, die obige
Asymptotikiberlegungenzunichte macht, hier & , muR die Reihe vorher abbrechenln der
Praxiserhdt man eine Bedingungfiir , welcheswiederumin (612) mit E verknipft ist. Lost
mannachE auf, soerhdt man,

E mg ?
2
1 z . (623

daszweckm®&igerweisein ersterOrdnungnach 2 entwickeltwird,

E > 2 1 z %2 1 3
mo C2 22 2m j 1 4n (629
Rydbergterm 2

Feinstrukturterm

Daranerkenntman,daRessich beim erstenTerm um dennormalenRydbergtermund bei den
hinterenTermenum die Korrekturenhandelt.

14.4Die 3 Korrekturterme der Schradingergleichung

Als Ausgangspunkivéhlenwir dasDifferentialgleichungssystem

625 E V md ¢ p A,

(629
E V mc c p _A

14.4.1ErsteOrdnung

Dagilt

E mc¢ E (626)
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E ESchrdjinger

E

Mo c? (627)

weil wir von einemkleinenV ausgehen.

p P A
2mgc bzw. 2mgc (628
eingesetzin (625)liefert das
e A 2
E p2 c (629
Mo

also ein Pauli-Eigenwert-ProblenDiese Gleichungla’t sich mit einem Hilfssatz schlieflich
umschreibensodalRmandie gewohntePauli-Formerhdt,

1 e e
E A V B 63
2m P c 2mc (630

undohneA, alsoA=0, aufdasSchrdalingerproblenrkommt.

14.4.2N&chsteOrdnung

Ausgehend/on dieserBeispieln&erungprobierenwir nundasPotentialmit einzubeziehen,

E V 2mc (631)
2mp® E V cp (632
cp E V p
2mgc2  E V 1 2mgc?  2mgc? (633
mit (625)folgt wieder,
p E V
BV 2mg omp P (639
fr
Mit derNebenrechnung
pfr p fr p p i f p
63
frpo i fp i fp (639
kommtmanschlieflich auf
2
£ E V p b
2mgcz 2mq 4mgc?
i
4mg c? P
Dawir aberwissendas
P’

(637

4 m02 c?

(636
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gelten muy wobei die Naherungvon  benutztwurde, wird ein Ubergangzu normierten
Wellenfunktionen ndtig,

p? p 63
4mg2 2 ! 8mg2 c2 (639

Damittransformiertsich unitd nach

g, (639
unddie Operatoremmissenebenfallsunité transformiertwerden,

Eg gHg'g (640

ESchr(ﬂinger H (641)

Diesfiihrt schlieflich auf die drei Korrekturtermewobeizu der entsprechende®rdnungin p
abgebrochewird,

H Ho Vr W; W, Ws
2

p .
W, 8my? 2 rel. Energie
W, V p Spin Bahn (642
4 m02 c?
2
W. 2V Darwin Term
: 8myc?

derenAuswirkungenim n&hstenAbschnittbeschriebemverden.
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815 TheoriedesAtoms

Zusammenfassuragr wichtigstenResultatdir dasWasserstoffatom

15.1EnergieeigenwertdesWasserstoffatoms

Wiederholendkannzun&hstdereinfachsteEnergieeigenwenotiertwerden,

met Ry
£ 2 p- (643
15.2Maogliche Korrekturterme
DieseKorrekturengreifenin der Grd3enordnung,
v P ¢ (644)
m ma
mit demBohrscherRadiusa,
2
64
& me (649
Die Feinstrukturkonstanteird definiertals Verhdtnisterm,
v @& (649
c c
15.2.1KorrekturdurchrelativistischeEnergieformel
i  H (647
E &p2 mc (649
1 p??
E 5 me WM (649
15.2.2Korrekturtermder Spin-Bahn-Kopplung
1 ze
HSpin Bahn 2m2c2 SL r3 W, (650)

Eine Begrindung wurde praktisch bereits in 88 gegeben,man kann aber auch folgende
Uberlegunggeltendmachen,

L B:S E gB SL (651)
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15.2.3KorrekturdurchdenDarwin-Term

Der Darwin-Term spiegelteine Zitterbewegungdes e wieder, praktisch eine Unschéfe in
seinerFlugbahn,

27¢&

Hparwin 2me W3 (652

15.2.4Korrekturdurchdie Hyperfeinstruktur

Hierbeiwird nochdasmagnetischdlomentdesKernsmit einbezogen,

Ze
M Ok 2 M C | (653

| stehtfir den Kernspin,M ist das ausdiesemSpin resultierendanagnetischeMloment. An
dieserStellesoll hier nur eineheuristischéBetrachtunglurchgefinrt werden.

A M : (654

BKernspin A (653

Die Korrekturenergigst wiederdasProduktvon mag.Momentund mag.Induktion,

HHyprerfein elektron BKernspin (656)

15.3RelativistischeEnergiekorrekturen; Feinstruktue

In niedrigsterOrdnunggilt,

2 1 11 Z
E r2 ¢

65
2m 2 r r r2 r nf 0 (657

Die Auswirkungernrechnetmanin ersterOrdnungSt&rungstheorieaus,

Ekorrektur nl Wl WZ W3 nl (658)

d.h.wir mifdtenjedeKorrekturdurchBildung desMatrixelementserrechnen.

Die Ergebnisseind hierbei,

El nl Wl nl Z4 4 3 1 65
mg C? mg C? 2n3 4n | ; (659
El nl Wl nl Z4 4 (660)
mg C? mg C? 2n3 21 1
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1 g 1

o, farj 13

1 g s 1

[ farj 1o

Es n Wi oon z4 4
Mo C2 Mo C2 2m 0

Addiert mandieseTermealle auf, soerhdt mandie Feinstrukturformel

E E E E

E z 4 1 3
mg 2 2nd ; 4n
Feinstrukturterm

662

Abb.15.3.1TTermschemader Feinstruktur

15.4 AuRRere Effekte

15.4.1NormalerZeeman-Effekt

Aus 87 ist dernormaleZeeman-Effekbekanntzu

EnIm ECoulomb n, I B M B

undbewirkt alsoeinezus#zliche Aufspaltung

(661)

(662

(663

(664
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Der normale Zeeman-Effektgeht dabei von einer "einfachen" Aufspaltung, also von der
konventionellerRydberg-Formehus.

15.4.2Stark-Effekt

Beim Stark-Effekt wird der EinfluR eines elektrischen Feldes betrachtet, das die
Energieaufspaltungtcrt.

He gEx gz E (665

Im Coulombfeldgilt ungefar ~$  Ecouoms 10%° 7 .

(1) Man geht beim Stark-Effektim Vergleich zum Coulombfeld von einem "schwachen",
"homogenen'tlektrischerFeldaus.

(2) Die z-Achsewird sogewdlt, dask in Richtungz-Achsezeigt.

Man kannnundie Auswirkungauf denGrundzustandhetrachten,

E'v1 9E n 1,0,0 z 1,0,0 0

aus Symmetriegriidden. D.h. die St&ung der Grundzustandsenergist 0 in erster Ordnung
StdrungstheorieAber in zweiterOrdnunggilt nach(348)

100 z 100 2

E?n1 e E?
n 23 SR
auchiiber
allemaglichen

(666)

D.h. es gibt zwei Formendes Stark-Effekts,den linearen,und den quadratischenUm (666)
auszurechnekonnendie Auswahlregelrherangezogewerden,

4 Ld s . m m,
nI'm” z nlm Ofurl, |1 (667)
100 z 110 ?
2
En 1 FE E E (669

n 2

wasanalytischidsbarist: aseiderBohrscheRadius

9
E%n1 aE? (669
WeitereAuswabhlregelrsind
L,,z L,z zL,
nI'm L,z nlm m  m n'm” z nlm

0

d.h.dasMatrixelementkannnur dannungleichO seinwenngilt,

m m
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Beigpiel: Sein=2,dannliegen4 entartetéZustadevor,

200 210 211 21 1

und man muf3 auf die Stérungstheoriemit Entartungzurickgreifen. Nach (373) und mit den
Auswabhlregelrgilt dann,

0 Ely, GE 200z 210 0 0
gE 210 z 200 0 El., 0
0 0 0 E'h, 0
0 0 0 0 Ely,

det

1
En2 3eaE (670
3eaE

die Aufspaltungsiehtdannwie folgt aus:

1200 210

n 2 21 1
1200 210

15.4.3AnomalerZeeman-Effekt
Aus (662)ist die Verschiebunglurchdie Feinstrukturablesbar,

0 mez 4 3 1

ni 2n3 4n j 1

(671
Der Zeeman-Terntautet

q
2mc

im Hamiltonianverbandmit den relativistischenKorrekturen, darunterauch der Spin-Bahn-
Wechselwirkung,

672 Hz L; 2S, B (672

H Hep Hi Hy Hz H. 673

Die Auswirkungernvon (672) sind abhéngig von der Stake desMagnetfelds:

1
B 10°G H | 1m;ls sBm; 1 21 1 ©79

B

B 10°G Enimm. 2emc m  2me B (675

Die RechnunglieserMatrixelementast nicht trivial.
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Abb.15.4.1AnomalerZeemartffekt

Die Aufspaltungkommtdurchdie Abhangigkeitvonm; undl zustande.




Quantentheorie

117

816 Quantenelektrodynamik

Die QuantisierungdesStrahlungsfelals ein Beispielder Quantenfeldtheorie

16.1Maxwell Gleichungen

Licht wird durch einen Satz von relativistischenDifferentialgleichungenerfaf, den soge
nannterMaxwell Gleichungen,

Ert rt, (676)
0
Br,t O, (677)
Er,t tBr,t, (678)
1. 1
Br,t 0Czjr,t . tEr, t. (679

NebendenHauptgleichungefassersich PotentialeA und definieren,sodalidie Feldermit

B A, (680

E (A (681)

ausdiesengenerierwwerdenkonnen.

Setztmandie Coulomb-Eichungroraus, A=0, sofuhrendie Maxwell Gleichungendurch (5)
und (6) auf die Poisson-Gleichung,

(682

16.2Quantisierungsidee

Kommt manin denmikroskopischerBereich,sokénnenE und B Feldernicht mehrklassisch
beschriebemverden.Man mu3nunOperatoreriinden,derenErwartungswerte,

Eo o E o

die gemesseneWertekorrektwiedergebenkernerunterliegersie einerAbweichung,

2 o E B? o,
hervorgerufen durch eine Heisenberg-Unscinf2 in den Komponentender E und B
Feldoperatoren.

Sinnder Sache:

Warumwird UberhaupteineQuantisierungeingefinrt ?

SpontaneEmissionvon Atomenund Molekien kannnur so beschriebenwerden,dasVerhalten
desFeldesist quantal,wennnur wenigPhotonervorhandersind.
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16.3ldentifikation als harmonischer Oszillator

Liegt ein abgeschlossend®aumgebiemit Randbedingungewnor, so fordern die Maxwellgler
chungemmehrereModen,d.h. Schwingungszustéle. Gemeintist hierbei,daseszu derWellen
gleichungfur dask-Feld,

1

2E @ 2E 0 (683

einfach mehrereLdsungsfunktionergibt. JederdieserModenwird ein quantenmechanischer
Oszillator zugeordnetwobei das Zeitverhaltender Amplitude quantisiertwird. Eine Losung
wérez.b.

Et Xcos ,t Ysin ,t, (689

wobei die , genaudie Winkelfrequenzersind, die durch die Randbedingungerur Lésung
von (8) fuhren. Die Amplituden (Wahrscheinlichkeiten)X,Y, sind die quantisierterGrdien.
Siewerdenmit Ort und Impulsdesherkémmlichenharmonischer®szillatorsidentifiziert. D.h.
esgilt eineKommutatorrelatiorder Form:

P, q i X, Y i (685
Dies bedeutedX und Y sind kanonischkonjugiert, und nach Heisenbergbestehtzwischen

einemOperatorpaawas(10) erfult eineUnschéfe,

XY 5 (686)

0.5
2 4 ‘ 8 Xo
-0.5

Abb.1.1Unschéfe in E-Feld-Amplituden

Figur 1 zeigt die Unschéfe im Feld. Quantenmechanisatechnenlassensich die Unscharfen
angeberru,

Y Y Y2 12 (687)

Man erhdt folglich eineWahrscheinlichkeitsverteilunglenWert X zumessen,

PlotExp x%, x, 2 2,AxesLabel "X","PX"
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X

-2 -1 1 2
Abb.1.2 Verteilungder mgglichenE-Feldamplituden

D.h. wéhrendklassischdasE-Feld Null seinkann, liegt wegender Unschéfe quantenmecha
nischstetsein Rauschetvor.

E 0aber E? 0 (689

Betrachtetmanein solchesE-Feldim Phasenraunso erhdt manein WahrscheinlichkeiP auf
derz-Achse

Plot3DExp x 62 y 52 5, x, 10,10, y, 10 10, PlotPoints 80,
Mesh False PlotRange 10,10, 10,10, 0,1 , FaceGrids All,
ViewPoint  1.489 2.75Q 1.294, AxesLabel  "X","Y","P"

Abb.1.3 Phasenraumdarstellungig. rotierendesGauflpaket

16.4Bewegungsgleichungler Potentiale

Ausgehend/on denMaxwell Gleichungerin 81, leitenwir nuneineBeschreibunglesVektorpo
tentialoperatoré\ her. Startpunktildet (4),

1 1
B j Ert,
r,t 0Czjr,t et r

einsetzervon (5) und(6) liefert dann,

1 1
A @ t tA OCZJ
1 1 1
2 2
A A 2 A ) t OCZJ
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1
C2

1 1 (689

2 .
A A.
t 002] C2 t

Freiheitder Eichtransformatiotéfd eszu,A und sozuwéhlen,dasgilt:

2 0 (690
j

A
0C?

(691)

Gleichung(22) bildet Ausgangspunkiir die n&chstenBetrachtungen.

16.5Bewegungsgleichungeim Reziproken Raum

Durch Fouriertransformatiorfist ein Wechselin denreziprokenRaummdglich. Grundist, das
partielleDifferentialgleichungenvie (22) dort zu gewthnlichenDgl’s in der Zeit werden.

1 .
A k,t , 32 SrAr,tel (692
1 3k k ikr
Ar,t 5 32 Ak te (693
BetrachtefolgendeTransformationvon (22):
1 5 1 3 K jr,t
@ , 32 kAkte™ e

j(r,t) transformiertsichmittels Analogiezu (23) ebenfallsin denk.Raum,

1
02 2 32

1 , 1
t

@ ) . 3kjk,te”“,

Sk Ak tel

hierbei ergibt der Operator 2 ein k? beim Ableiten, weil nur die Exponentialfunktioneine
Ortsabhagigkeitaufweist,schlieffich erhdt man,

1
C2

ikt

2 2
A kA .
t 0C2

(699

Die Differentialgleichunghat hier ihre Ortsabhé&gigkeit verloren! Gleichung(25) entspricht
der Bewegungsgleichungeines erzwungenenOszillators, wobei der Term‘o"ét2 die auf den
OszillatorwirkendeKraft beschreibt.

16.6 Quantisierung

EigentlicheszZiel ist die Quantisierungvon A, und damitindirekt auchdie von E. Durch den
Ausflug in den reziprokenRaumwurde ersichtlich,da sich A auchwie folgt darstellenlafit
(erweiterteFourierdarstellunginsymmetrisch):

At Sk Ay k,t &k, (695

UndderVektor |&ft sichweiterhindarstellerals LinearkombinatiorausdenPolarisationsvek
toren und ’, die beidesenkrechtufk stehen.
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k, t K, t. (696

Durch diesenSchritt wurde die vektorielle Beschreibungn die verlegt. Liegt ein freieselm-
Feldvor, sol&fd sichauchnochdie Zeitabh#&gigkeit separieren,

k, t k e (697)
iwt
k,t ’ k e (699
Mit (25)folgt dann,
Art 3k Ay , k e W™ ékr, (699

zusdzlich gilt bei FouriertransformatiorfplgendeSummentransformation:

2

3k f K, L RE (700

Mit dieserHilfe 183t sichschlieflich (30) schreiberals,

At Al e el (701)
i
DabeimtransversaleVektorpotentialE =- ; A qilt, I8t sich unterBenutzungvon (29) zur
Berechnungler Zeitableitungder Ausdruckfir E herleiten:

E ii E i€ | jeW (702

Mit denNormierungskoeffizienten,

Wi

A 2oL

1E‘
2 9 L3

Die entgiltige QuantisierungyeschiehtiurchdenUbergangzu denLeiteroperatoren,

TR T B - (703
Anschaulichgesehenkdénnen diese OperatorenPhotonenin der iten Moden erzeugenoder
vernichten Der E-Feld Operatorergibtsichalsozu,

id & . (709

[
Da unserAusgangspunkter harmonischeéOszillatorwar, 183t sich damit die Energie,bzw. H,
derFeldmoderangeben:

Hreld a g (705

N -
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Sinnder Sache:
Packtmandie Operatorenmit in die Schrdalinger Gleichunghat maneine komplette quantale
BeschreibunglesSystems.

16.7Hamiltonian

Der Hamiltonianfiir unserProblemsetztsich demnachaus3 Teilen zusammendem Atom-
hamiltonian,demFeldoperatorynd einemOperatorderdie Wechselwirkungerfali.

H Ho Hrea Hww. (706)

HeuristischHiegt esnahedie Formvon Hy,, bereitsals,

Hw d ; d g r : (707)
anzunehmenKaorrekt ist allerdingsdie Herleitung aus dem bekannterelm-Feld-Hamiltonian
ausderQuantenmechanik.

: 1 q ? 2
mpA 2mA' (708

Dies ist zentralesResultatder Quantisierungdes StrahlungsfeldesDieser Hamiltonian wird
nunderfolgendenArgumentatiorzu Grundegelegt.

16.8Wirkung der Erzeugerund Vernichter;
Schreibkonventionen

Die Erzeugerund Vernichterwirken nur innerhalbder Mode wo sie definiert sind, alsoin der
iten. Das Feld bildet also einen Hilbertraum, der nebendem atomarenHilbertraum existiert.
Man kannnunin die Klammerdie Anzahl der Photonenpderdie Welle speziell,d.h. mit k;
zu kennzeichnen.

Sei{ n>} eineBasisfir eineMode sokannmaneinenZustandkennzeichnemurch

a, n; a n
n; npnyng... n n n
i 1N2N3 1 2 3 (709
Canl,nz,... an
a n n
Die jeweiligenHamiltonoperatoreigFeld, Atomu. WW) wirken natirlich nurin ihrem jeweili-
gen Hilbertraum. Fir das Atom sind die herkdnmlichen Eigenwerte zu erwarten,

Hatom o0 Eo o>, wobeidie ErzeugemundVernichterwie folgt arbeiten:

& Ninyns ... n, ngnp 1ns..
& Nihnons ... nn 1 n.n, 1n3.. (710
a 0 0 a O 0...010...0

Dera erzeugin deriten Modeein Photon Alternativkannmanauchschreiben,
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711
a o0 ki (

Lediglich andereArt denVektor anzugeben.

16.9Fermi’s GoldeneRegel

Der Hamiltonian (39) enthdt bereits zuviel Informationen, daher werden als né&hstesdie
quadratischeTerme A2 vernachl&sigt. Bereitsweggelassemurdensamtliche Spineinflisse
und Rickstol&ffekte.

Nehmenwir an, ein angeregtesAtom oder Molekll gibt ein Photon ab, mit der Energie
E ck h E, E,.DieGesamtstrahlunistrichtungsunabhigig,d.h.isotrop.

Ziel ist die Berechnungeiner Lebensdauerbzw. der Ubergangsratewischenden Niveaus.
Basis bildet Fermi's GoldeneRegel,die aus den Wechselwirkungsmatrixelementesine Rate
angibt,

" 2 f Hyw i - E E E. (712

Nachder Notationsregelmilt fur Vi final Hy,, initial , somitin unserentall, Atom
im angeregterZustand b> alsinitial, und kein Photonim System, 0> gehttberin denFinal
state<a mit einemPhotonin derModej, k; j :

Die Vernichterund Erzeugerfunktionierendannso wie in 2.5. beschriebenSomit kann man
schlieflich eineGesamtliergangsratberechnen:

tiberalle
Polarisationefilir j

2 q 2 2
A a kij a8 ;0 D
2 ¢
A? ap;b kKij & 0 kijg O
offensichtlichgilt nach2.5.fir die Matrixelemente:
kj j a, 0 0
kij g O Ki i Kj | 1

Nach einer Ubungsaufgabén QM1 gilt [r,H]:im p, damit 1&f3 sich vorderesMatrixelement
auchschreibera

(714
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Multipliziert mandasqg wiederein, kiirzt m heraussoergibtsich:

A aqr b (715

Wasnunnochfehltist .

16.10Zustandsdichte

Analog zur Herleitung von Plancks Gesetz,kann man die Anzahl der Moden abschéen.
BetrachtetmaneinenQuaderder Kantenldge L, sokannmansich fragen,welcheModendort
schwingendirfen. Betrachtetmanweiter sinusfGmige Schwingungen(z.b. in y, muf3natirlich
fur alle Richtungergelten!)

Ey, sin kyy
Nun koénnen die elektrodynamischerRandbedingungereingefordertwerden, da am Rand
Ey0 OundEy L =0seinmuf} Im Sinusist dasaquivalentzu

kyL Ny

Ny 0,12 ..
Mit k=" gilt schlieflich fir die Modenstitkzahl:

L
Nx,y,z Cmax (716)

D.h. die Gesamzahter Moden (x,y,z) ist durch dasVolumen der Achtelkugelmit RadiusN
gegeben:

Anzahl: 5 Cmax (717
d L 3mﬁ v oo,
d 2 c 2 2¢8

Somit habenwir die Anzahldichtefir eine Polarisationsrichtundiir isotropeAbstrahlunggilt
dannnachDemtrdder,

v 2
4 Steradiant 2 ¢3
d Y
E E?
dE 2 c 3 (718)
Eine andereniitzliche Fragewére, wie man mit dieserBetrachtungauchauf den Planckschen
Vorfaktorkommt.Dazusetztmanin (48) =2 ein,unddifferenziertnach ,

2L 3
6 c
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4 2 (719
c3
(* Bericksichtigt manjetzt noch, dalzwei Polarisationermdglich sind, teilt durchsVolumen,
soerhdt manmit 2 M( ) denPlanckschenVorfaktor *)

M

16.11Herleitung einer Formel flr die Spontane
Emission
DasMatrixelementaus(46) muf3nunnochvereinfachiwerden,

2

agq b ;2 & e ?

Mit einerUmformung(Cohen-Tannoudji:AtonPhotonInteraction§ kanngezeigtwerden,dald
glt:

kX kX

2 2
X X o

k
In unserentallist X e, undkX ke, ke,cos, unddamitgilt

x 2 x2 X ksz 1 cod sir? (720

k

Um nun der totalen Ubergangsrateu berechnermuR noch iber den Raumwinkelintegriert
werdendabeinutztmandasintegral

sin® 1 cof sind
0 0 3
2 L3
o? EZsi? d
d 2 L3 5 3 Si
3 3 4
2

0o 2 C3 3

Als Endergebnigrhaltenwir die Formelfiir die Ubergangsratéir die spontaneEmission,den
Einsteinscher\-Koeffizienten,

(721)

Diese Ubergangsratedas Resultat der quantenmechanischeHerleitung, und wird in den
néchstenBetrachtungeworausgesetzt.

d=<aqr b> ist dasDipolmatrixelement.

Konkretdeutendf} sichdieseRatein eineneinfacherRatengleichung,

d:N N, (722
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eine Dgl, die fur die BesetzungeinesNiveaus b> ein exponentielleAbklingverhaltenvoraus
sagt,

Nt N, Oe & (723
Da die Energie,bzw. Intensitd proportionalzum Quadratder Amplitude ist, muf3 die Ampli-
tude der Schwingungalso mit e : tabnehmenNach 1.5. gilt, daf eine so gedadnpfte nicht
erzwungeneSchwingungein lorentzfémiges Intensitdsprofil besitzt. Wie man daransiehtist
dieDampfung =5 =
Die volle Breite am halbenMaximum, FWHM, ist bei der spontanerEmissionantiproportional,
undesgilt (ebenfallsersichtlichauseinerdetailierterBetrachtunglerLorentztheorie),

1 1
X (724)

Diesentsprichtin derklassischerorentz-Theorielemfreien,gedanpftenFall im Punkt1.5.1.
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817 Quantenoptik

AnwendungonstimuliertenundspontanerProzesseim der Laserphysik

Im Gegensatzur spontanerEmission,die immer auftauchtwennsich Teilchenin angeregten
Zusténden befinden, sind die stimulierten Prozesseabhéngig von einem Strahlungsfeld.In
diesemAbschnittstehervor allemfolgendeFragenim Vordergrund,

"Wasbestimmtie St&ke der Absorption?" und,

"WelcherAnteil von Atomenist nachder EinstrahlungvonLicht im angeregterZustand?"

17.1Theorie dessemiklassischerModells

Als erstedhendigenwir denHamiltonianvon Atom, Feldund Wechselwirkung39),

2 1 2
L aa , Jpa oAz (729

H i 2m

Man kann nun davonausgehengasdie Wellenfunktionenin denZustaden b> und a> klein
gegendie Wellenlénge der Strahlungsind. Somit wird der Vektorpotentialoperatodurch
seinenUrsprungswergendert,

Ar AO.

Um eine einfachereBeschreibungzu erlangenwird nun der heuristischnahegelegtéd,,, aus
(38) bewiesen.Die Form Hyy, dE liegt nahe,weil dies auch klassischder Dipolenergie
entspricht.Diese Form wird durch eine unité&re Transformationerreicht. Unitdre Transforma
tionenerhaltendasEigenwertspektruneinesOperatorsWir definierendenTrafo-Operator,

T: exp IqrAO,

derdie Koordinatenp,r dannsotransformiert,

rTrT
p° TpT p gA O,
sowiedenHamiltonoperatoumwandelt,
P :
H  THT om Vi Heg qr i3 & ;.

Dies entsprichtnun endlichder Form (37), und der hintere Summenternkann tiber (33) als E-
Feld-Operatoman der Steller=0 identifiziert werden(dadurchfallen namlich die €< Termeweg
). Erklaren lalt sich die Wirkung von T wie folgt. Der Impulsoperatorist p=, ,
d.h.rdumlicheAbleitung,undder T-Operatoikannauchgeschriebemverdenals,

T exp & g ,
und zwar durcheinsetzervon A (32) in die Definition von T. D.h. der Hamiltonianaus(38) ist
bewiesenundlautet
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p? 1 (726
H om Vr a g ° dE.

I
Die Hauptn&erungder Semiklassischeifheorie behandelihun den Dipoloperatord quanten
mechanischund daselektrischeFeld klassisch.Dannféllt der OperatorHgq alsodie Summe
in der Mitte weg,weil dieserTeil nurin demphotonischerHilbertraumwirkt. Diesfunktioniert
danngut, wennmanein Systemmit vielen Photonbetrachtetda nachdemKorrespondenzprin
zip makroskopisché&ffekte die mikroskopischeniberwiegen Fir denWW-Operatorgilt dann
in derNé&herung,

Hw  dE, (727)
1 it
E 5 e c.C.. (728

Sinnder Sache:
Eine komplettequantenmechanischBetrachtungist zu kompliziert, und die nachfolgenden
Problemeassensichauchin diesemginfacherer(?) Modell beschreiben.

17.2Schrdadinger Gleichung fir dasAtom; Rabi-
Frequenz

17.2.1Aufstellung derBewegungsgleichunfiir die
Entwicklungskoeffizienten

Seienb> und a>zweiorthonormaleEigenzustddedesAtoms,d.h.:

ab 0 aa 1

Ho b E, b
Ho a E, a

(729

Allgemeinlafdt sichein Zustand >immernachdenEigenzustéddenentwickeln,d.h.beieinem
Basisset >},

undin unserentall bedeuteties,

aya ab . (730
Die Schrdlingergleichungd.h. die Bewegungsgleichunfiir > lautetgemd (15) dann,

iy H agt B, Hw @ @&t E Hw b . (731)

Nun wird von links entwederein <a oder ein <b anmultipliziert, und es ergebensich die
"Bewegungsgleichungeritir die Vorfaktoren:

i gt Eagayt at aHyw a aHwb at
i &t Eypat at b Hw a b Hw b at




Quantentheorie 129

Nutzt man nun (59) so kann man E aus den MatrixelementenherausziehenpBdA kann

weiterhinE; 0 undE, o angenommemerden,
; 1 it 1 it
iag O adaalt2 e adb 5 e''ap t
1 it 1 it
ada at 5 e adb 5 dlat
ada 0

EineanalogeBetrachtundir a, liefert danndasGleichungssystem,

I (& 5 et n€lat,
_ 1 _ _ (732
@ ne't pdtat 0 3.

Es beschreibtauf Frequenzbasislie Zeitentwicklung der Vorfaktoren unsererEntwicklung,
derenQuadratdie Besetzungswahrscheinlichkd® desiten Eigenzustandsst. Die Faktoren

ab Sind ein Maf3 fur Atom-Licht-Wechselwirkung,und heifn RabifrequenzenSie sind
definiertals,

ab Q lap . (7339

17.2.2VereinfachungenRotatingWaveApproximation

Auch kdnneneinige Vereinfachungerangebrachtverden.Ist z.b. kein Licht an,so gilt 4,=0
unddie Lésungerergebersicheinfachzu

at a; 0,
ot a 0elol
DieselL6sungermmotivieren,einenghnlichenAnsatzauchbeiLichtanwesenheitu probieren:

ayt ayt a»t atell (734
damitfolgt fur (64):
i & 5 et 4 at,
. 1 it
I tap 5 21 12 ettt 0 az.

Da nun die e 2 tso schnell oszillieren, mitteln sie sich in realistischenZeiten heraus.Man
nenntdieseUberlegungauchrotating-wave-approximatiolRWA, siefiihrt auf nocheinfachere
Gleichungen:

. 1
I g 2 a
. (739
I ap a 2 =%

Gleichzeitigeingefihrt wurdenneueDefinitioneneingefihnrt,
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o (736

21 ab Qa1

Bei (67) handeltes sich um ein Systemvon gekoppeltengewdnlichen Differentialgleichun
gen,dessendsungen,

; ; it
at coszt I S|n2teZ,
(737)

; ; it
at i sin 5 te'z2t,
lauten. Besetzungswahrscheinlichkeitdrerechnensich aus (69) dann mit P t at 2

allerdingsmuBmanhier vorsichtigsein,gemeintist speziellbei Niveau2, a, t , undnichta,.

DerParameter ist die effektive Rabifrequenzmit

2 2 (738)

und bericksichtigt noch die Verstimmung,da nur die Rabifrequenzam Resonanzpunkist.
Fir die WahrscheinlichkeitegeltenfolgendeLdsungsfunktionen:

1 2 1 2
P t 21 5 cos t
1 ) ) (739
P, t 5 1 cost 051 1 cost
Pyt
1.5
1
0.5

5 10 15 20 25
Abb.4.1 Darstellungder Rabioszillationerfur verschiedene

17.3Wiederholdung: Dichtematrix

17.3.1Grundlegend&heoriefir den"Reinen"Zustand

Ein ReinerZustandbeinhaltetein Maximum an Information Uber das System.D.h. zu einem
kompletten Set kommutierenderOperatorenQq, Q,, ... findet man ein komplettesSet von
Eigenwertergy, 0p, ... DasSystemist dannbeschriebenlurchdenVektor,

0192 ...
In einemsolchenreinenFall definiertmannun die Dichtematrixso, dal3genaudasrauskommt,
wasmanhabenwill, némlich als,
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(740

Der Vektor > kann jederzeitals Linearkombinationder Eigenketsdargestelltwerden, >
G i>, waszueinerMatrixdarstellunguhrt,

Fir den Dichteoperatolassensich weiterhin einige interessantd&igenschaftdinden, so gilt
fur Spur,

Sp i G 2 1, (742

undfir denErwartungwereinesbeliebigenOperatordA,

A A
A i i i A i Sp A
A Sp A. (743
Vorteil desFormalismusist es, das man nicht mehr die Gesamtwellenfunktion > bendigt,
sondernnur nochdie EntwicklungskoeffizientenSomitist die DichtematrixnebenHeisenberg,

und SchrdalingerBild ein neuerGesichtspunktler QM. Bildet mandie Zeitableitung,und nutzt
die Schrdalingergleichungsoerhdt mandirektdie von Neuman-Gleichung,

iy ,H. (744
Bei Vielteilchensystememit unabhagig préparierten Zustanden, missenzusézlich statis

tische Wahrscheinlichkeiterfir die Zusténde einbezogerwerden.Man kommt dann zu einer
VerallgemeinerunglesFormalismus,

Wn n n - (743

n
Nun gehorcht nicht mehreinerSchrilingergleichungsonderrdersog.MastergleichungAus
der Mastergleichungsind die spderen Ratengleichungeauchexplizit herleitbar.Die Matrix-
schreibweiseon (81) wére dann,

i i j W, G Cj . (74®

n

17.4.2Dichtematrixder Entwicklungskoeffizienten

Aus den Schrdlingerbetrachtungerd.h. unserenBewegungsgleichungef®7) 1a3t sich sofort
ins Dichtematrixbildwechseln,in dem mandie in (77) aufgestellteFormel fiir die Elemente
von nutzt. Die vorliegendeMatrix wird eine2x2-Matrix, weil wir nur ein atomare®-Niveaus-
Systemals Modell zu Grundelegen,wie bisherauch.EsgeltenfolgendeBeziehungen,

12 dd ; 21 & a (747)
2. 2
11 g a ", 2 ad a
1 W& &ay, el (748

und man findet durch Einsetzenvon (67) folgende neue Entwicklung der Dichtematrixele
mente,
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12 12 5 2 1L
i 749
11 5 12 21, (
21 12
2 11

Einsetzervon (83) in die von NeumannGleichung(80) wirde zumselbenErgebnisfiihren.

Einschub:Zusammenfassur{gisher)

(1) Durch Aufstellungeinessemiklassischeiamiltonianslie3 sich eine Zeitentwicklungder
Vorfaktorender typischerkEigenzustandskombinati@mrechnen.

(2) In denVorfaktorenbefindensich Matrixelementedie (durch teilen durch ) die St&ke der
Atom-Licht-Wechselwirkunin Frequenzeinheitearstellen,die sog. RabifrequenzTrifft die
Einstrahlungnicht genaudie Resonanzso betrachtetman eine effektiveRabifrequenzDa die
Entwicklungskoeffizientedie Wahrscheinlichkeiterergeben,sind die Rabi-O. real melbare
Wabhrscheinlichkeitsfluktuationeter Besetzungen.

(3) Es existieren Stdeinflisse, die naheliegen,die bisherige Theorie zu modifizieren,und
mehrereProzessenit einzubezieherMan gehtvon der SchraingerscherZustandsbetrachtung
Uber in das Dichtematrixbild, in dem keine Zustédde, sondernvielmehrdie Wahrscheinlich
keiteneineRolle spielen.

17.4.3AnschaulicheBedeutungler Dichtematrixeingéage

Bevor an den Gleichungen(85) Modifikationen vorgenommenwerden, sollte man einige
Gedankerauf die anschaulichéedeutungder Dichtematrixelementgerwenden Am einfachs

ten erkléren sich die Hauptdiagonaleingie. Nach (77) sind sie einfachdie Besetzungswahr
scheinlichkeiten.Ist also die Gesamtbesetzungsdich{@&nzahl der Teilchen pro Volumen)

bekanntN, sokannmanleicht die DichtendereinzelnerNiveausbestimmen:

N1 N g3,
(750
N2 N 2.
Um die Nebendiagonaleingd@ezu erkléren, bendigt maneinekleine Nebenrechnung,
d q r qa a& arhb »a bra
Wegen(66) folgt dann,
d qa ae'' arb cc. (757)

Da erstnachMittelung Uber alle Atome die Aufstellung einer Dichtematrixeinen Sinn macht
(vorherkdnnte manja auchSchrdlingerzustadenehmen),

d dabeit21 é' 1. (752
Ist kein Licht vorhandenso wird =0, und (85.1) prognostizierteinen exponentiellenAbfall
von 15, und damitauch ,;. Diesdémpft Uber (88) dannauchdasDipolmomentaller Atome
zu Null. Ist dasLicht an, und die Inversion 5, 171 zeitlich konstant,so nimmt i, einen
zeitlichenGrenzwertan, denessichabererstnachdenModifikationenlohnt zu berechnen.
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17.5Problemanpassungler Dichtematrix

17.5.1ElastischéeStoleinflisse;Phasenstingen

In Abschnitt4.3. wurde gezeigt,das Stéreinfliissegibt, die in der Kern-Elektron-Schwingung
Phasensttungenverursachen. Einen Stol2 kann man wieder mit einer Rate erfassen, =1/ .
Die Bewegungsgleichunigannnun einfachmodifiziert werden,in demmanfolgendeLinearitd
ausnutzt,

gesamt StiRe Schrdlinger (753

Die elastischen Std3 haben nur EinfluR auf den Dipol, und damit nur auf die
Nebendiagonald emente:

12 gesamt 12 elastStiiRe 12 Schrddinger

Schreibtmanalso 15 gaasure= 1/ bei (85) mit dazu,soergibtsich,

1 . .
12 l 12 |2 22 11 - (754)

Nun kannmanauchdenstationéen Grenzwertangebendersichwegen ,,=0 ergibtzu,

2 1 i
1zslalioni 2 1 2 | 22 11 »

(759

2l tationa 2 1 2 i 22 11 -

17.5.2Spontand=mission;Inelastisch8tdie

InelastischeStd3e und spontaneEmissionfilhren zu einer Abnahmeder Teilchendichteim
oberenNiveau,zu einerZunahmeim jeweiligenoberenNiveau(gehtmanweiterhinvon einem
einfachen2-Niveau Systemaus).D.h. nun missendie Gleichungenin (85) verandertwerden,
diefur die Besetzungsdichtesorgen, 55, 11

Auch hier nutzt manwiederdie Linearitd (89) aus,und kommtauf einenneuenSatzDifferen-
tialgleichungen:

22 A 2 2 2 4 12 21 (756
i
1 A 2 211 5, 12 21 - (757
SpontanéEmission Inel.Stde Schrdlinger

Das n&hste Problembestehtnun darin die gegenseitigerAuswirkungender neuenTermein
den dynamischenGleichungenfir 1, zu berichtigen. Dazu betrachtetman zun&hst die
separierteriProbleme.

t
22 InelastStiRe 2 22 22 2 0e 2 (759
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AufgrundderEigenschaftewler Dichtematrixgilt fir Eingénge,

11 22 12 21 12 2 (759)
Wennalsoaufgrundvon Verlustennach(94) gilt,

1t ot 110e ' »0e 2
110 »0e 1t 2!

sofolgt nach (95),

1t 0 e 271 (760

Und nachgenaudenselbetberlegungeriiir die spontan€Emission,

1t 12 0 e /;t (761)

Gleichungen(96) und (97) legennun nahe,die neueBewegungsgleichunéQ0) fir ,, noch
malszu modifizieren.

12 2A 1 o2 12 i2 2 11- (762

17.6Bloch-Vektor-Bild

17.6.1Definition

Schrdinger und Dichtematrix sind zwei &quivalente Betrachtungsweiserwobei sich bei der
Dichtematrix als klarer Vorteil die Nichtnotwendigkeiteiner Zustandsfunktiorerwiesenhat.
Der Bloch-Vektorwurde historischeingefinrt, um 2-Level Spin-Systemeu beschreiberfgenau
wie die Dichtematrixauch), und seineElementesind noch wesentlichnéer an der Anscha
uung. So bildet dasBloch-Bild ein drittes wiederumvdllig aquivalentesBeschreibungssystem
deratomarerDynamik.

Man definiertdie KomponenterdesBloch-Vektorswie folgt,

u 21 12
vV i1 1 (763
w 22 11

*17.6.2 EigenschaftedlesBlochvektors

Komponentew ist zun&hst am einfachstenals Inversion zu deuten,d.h. die Differenz der
Wahrscheinlichkeiim oberenoderim unterenZustandzu sein. u,v nehmenBezug auf die
Phasedes Systemsund sind direkt verknipft mit dem DipolmomentdesAtoms (der Atome).
OhneBeweis:u ist die dispersiveKomponentedesDipolmoments(-)v beschreibtlie Stéake der
AbsorptiondurchdasDipolmoment.

Befindet sich die Dichtematrix in einem reinen Zustand, so gilt fir den Blochvektor
w V2 W 1,d.h.derVektorbechreibteineSpire, die Bloch-Sphie.
SchreibtmandenVektor explizit,
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u
(764
v
w
sosindsémtliche Bewegungsgleichungen einerzusammenfdfar,
: (769

wobei ein konstanterVektor ist, der von den Randbedingungetmbhégt, und um den
prézediert.Nunist auchdie RWA-N&herungerkl&bar, dennsie stellt praktischeine Transforma
tion in dasRotationssymmetrischgystemvon dar.

17.6.3Dynamische&Gleichungerfir ein mittleresAtom

In unsererBetrachtungmissenwir um realistischeBeschreibungzu erhalten,die Spontane
Emission,elastischeKollisionen, Zerfdle in andereZustéde (inel.) und Ensemblebetrachtun
geneinbeziehenWir erhaltenfolgendesGleichungssystem,

11 111 Ay ; v
2 A 2 2 ; v (766)
v v u w
u u v
1 1 1 1
5 A 1 2 2,

Betrachtetmanden Spezialfall ;, , 0, soerhdt mandie tblichenBloch Gleichungen(99).
Eine weitere wichtige Zwischengleichung(!nicht im Schillerscript enthalten!) erhdt man,
wennmanunserBloch-Gleichungssysteif102)in komplexerFormwie folgt ableitet,

u iv iou ivoiw, la

17.7 Aufstellung der Dichteraten

Ausgehend/onden in 84 hergeleiteterrormeln,sollennundie sog.Ratengleichungeformuli-
ertwerdenZun&hstwird jedocheineim Lasergiitige Ndherungangebracht,

1
A 1 o2 (767)
Dannist ;, 0, wennsich 13, 2, nur langsam.Wir kénnenjetzt ;, und »; adiabatisch
eliminieren(schnellreagierendeFreiheitsgrad)und nutzendenin 4.5.1.gefundenerstation
drenGrenzwerffir 1, (91),
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1zslalioni H 22 11
2 o2 (768

letalioni 2 1 2 | 22 11 -

Offensichtlichist dannder hintere Term in den Gleichungen(92), (93) leicht zu finden, setzt
mannun(!) !

2
12 21 2 9 22 11, (769

wasdanndirektweitereingesetztverdenkann,

2 2 22 11
, (770

22 A 22 2 22 2 2 22 11 -

JenachVorzeichenbeschreibemlie hinterenTermedie stimulierte Absorption,bzw. Emission.

Beide sind proportionalzu Lichtintensitd, die durch 2 gegeberist, und zum Besetzung

sunterschiedHier ist ebenfallsdas Lorentzprofil enthalten.Um nun weitere Vereinfachungen
zumachenpendgigenwir denexplizitenAusdruckfir , weiterobenin Formel(68),

q raa (779
Da der Faktor ; ! ) ’ , vor der Besetzungsinversiosteht,muf3 er die DimensionRate haben.

EsmachtdaherSinngenaudiesenFaktorals Absorptionsrateu definieren,

11 Qgra 2
Absorption 2 2 2 . (772)

17.8 Aufstellung der Ratengleichungen

17.8.1Absorptionsquerschnitt

Mit denin 5.1.und 5.2. zusammengefa@n Ergebnissast es nun méglich die Ratengleichun
gen zu formulieren. Zun&hst sollten wir beachten,das man zwar in Gleichung (107) das
Matrixelementjeweils mit Tabellennachschauewder analytischberechnerkénnte, dies aber
nicht immer nétig ist. Soist fir die meistenAnwendungemur eine Mittelung von 2 {iber
alle Orientierungervon Interesse.

2
arq, alleRichtungen

1 1 (773
3 P raif 2 3 d? 2
(120)ist gleichzeitigdefinierendeGleichungfiir d, und D?,
d ary; d,
d? d? & X2? yi2? zp2. (71749
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Dannkannmandie Absorptionsratavie folgt ausdricken,

11 d® 2 779
Ab ti ’
sorption 32 o 2 2
| 11 )
F 2 Co %,
Absorption F. (776)

wobei  der Absorptionsquerschniist. Den Wirkungsquerschnitfindet man schlieflich tber
= IF,

1
3 o ¢C 0 2 2

(777

Klassischgeseherhat dasAtom eine Flache , mit der esPhotonernauseinemStrahlabsorbi
ert. Im Resonanzfalist amgrdden. Interessanistdas alsonicht einerein atomareEigen
schaftist, sonderraucheineFunktiondereingestrahltefrrequenz.

& o

0 3 oC

(778

ist groR fir erlaubteUbergénge, fallt mit zunehmendetransversaleRelaxationsrate ab.
TypischeWerte héngenvon ab. Néhert manz.b. im Gleichungspake102) denWert von
fur Uberwiegenespontandmission soerhdt man,

A 03 dZ 5 C2 02

10
2 6 & res 2 2 4 10 Ycn?

In derPraxisdomiertaberderZerfall, 1/ , unddieserergibtfolgendetypischeWerte,

19
Rubin 10 ~“cm

19 o
nayac 10 ~c

16 oy
Farbstoffe 10 °c

17.8.2Absorptionskoeffizient

DemLichtstrahlgehendurchdie AbsorptionPhotonerverloren,und zwargem,

F FN z, (779

a N (780

Dies ist eine dem Lambert-BeerscheesetzentsprechendexponentielleAbschwahung mit
demAbsorptionskoeffizientea.
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17.8.3Ubergangzu denBesetzungsdichten

Um nun endlichdie Ratengleichungernu erhalten,nutzenwir dasKorrespondenzprinzigg6),
was die Dichten mit den Dichtematrixeintrgen verknipft. Die Ratengleichungetautendann
enfach,

N1 1N1 AN F N> N,

(781)
N, >N, AN, FN, Nj.

An dieserStelleist die eigentlicheHerleitungder RatengleichungebereitsbeendetSie folgen
aus"first principles” der Quantenphysikund stellendie zentralenBewegungsgleichungeaer
Laserphysildar.

Diskussion

Liegt ein geschlossenexNiveau-Systenvor, sogilt fir dieRaten ;1  , 0, undwir kénnen
fur (128)einfachdie LosungangebenN N; N, , undfir (128)ergibtsich,

Nt ANyt  F2 Npt N,

DSolve (N>t ANt F2 Not N,Not,t,
N F t A2F
N t A 2 F c1.
N F
t A2 F t A2 F
N, t N, O A 2 F 1 . (782

BetrachtemandieselL 6ésungin hinreichendangerZeit, soerhdt man,

N> F
N A 2 F (783
Und ist dasobereNiveaugleichbesetztvie dasuntere,so liegt S&tigung vor, dies passiertfir
F >> A undist ebenfallsaus(130) ersichtlich.Da  eineFunktionder Verstimmungist, gilt
mit F= !

S

N, 1 A

N 2 2 2 2 (789

Nach den allgemeinenBeschreibungern 1.5. ist ersichtlich,daR wiederumein Lorentzprofil
vorliegt, fir dessedrWHM gilt (Verleichemit 1.5.1.,1.5.2.),

2 _ (789

wassichauchschreiberal als,
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786
5 120|: £ (

Die AnregungnenntmandaherleistungsverbreitervderauchséatigungsverbreitertWegender
Proportionalité zwischenF,I, und P werdendieseBegriffe oft auchsynonymgebrauchtWas
nun folgt ist eine Darstellung der Losungsfunktion der Ratengleichung.Sie zeigt das
"normierte"zeitlicheVerhaltenvon N, t , die konkretenWertekannmander Variablendeklara
tion entnehmen:

ft ft
0. 008 0. 07
0. 06
0. 006 0. 05
0.04
0. 004 0. 03
0. 002 0. 02
0.01
t
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 !
ft ot
0.3 0. 455
0.2 0. 445
0. 15 0. 44
0.1 0.435
0.05 t
t 0425 |05 1 15 2

0.5 1 1.5 2
Abb.4.2 Niveaudynamilfir verschiedene F

DieseBilder solleneigentlichnur die Auswirkung der S&tigung fur verschiederstarke Anre-
gungsstiken zeigen.Man sieht,dal3bei einemStartpunktN,(0)=0 stetsgilt N, N/2.

17.10Maxwell-Bloch Gleichungen

Die Ratengleichungentellenpraktischdie "BewegungsgleichungerdesLasersystemsar. Sie
beschreiberdie VerdnderungeinesatomarenSystemsdurch ein eingestrahltes.ichtfeld. Was
nun nochfehlt ist die Beeinflulling ebenjenerVerénderungerauf dasLichtfeld. Sowirkt ja die
stimulierte Emissionverstékend, die Absorption aberabschwéhend. Eine kiinstliche Beset
zungsinversiomwirde alsozu einerVerstakung fihren. Zur Vereinfachunggehtmanvon einer
Welle aus,die sich in z-RichtungausbreitetEine solcheelm. Welle &1} sich stetsdurchihre
Polarisation , ihre Amplitude (z¢t,) undihre Phasebeschreiben:

Er,t z,tel thk, (787

kann ausden Maxwell-Gleichungerbestimmtwerden,wozu allerdingsdie Polarisationdes
Mediumsbendigt wird. Dal3 atomareSystemgibt nun AufschluR iber die Polarisation.Unser
Feld muf3 auferdemder (aus den Maxwell-Gleichungerherleitbaren)Wellengleichunggent
gen.

tPor,t. (788
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, 1

’ 2 2 E zt tPzt. (789

1
¢ o
In (134) beschreibt (r,t) die Amplitude. Im Gegensatzur gesammterOszillation des E-
Feldes,nehmenwir nun an dassich die Amplitude nur langsamauf der Langenskalavon
und auf der Zeitskalavon ! &ndert. Diese Naherung nennt man SVEA (slowly variing
envelopeapproximation)D.h. esgilt,

r z (790

21 12 -

Ein dhnlicher Ansatz greift auchfiir die PolarisationP, die man zun&hst erst einmal néher
beschreibermufd Anschaulichkannmansich vorstellen,daf3P proportionalzur Ladungq, gar
zum Dipolmomentd ist. Weiterhinist die Polarisationum so grd3er, destohther die Teilchen
dichteist. Daherliegt folgendeFormelnahe,

Ein fluchtiger Blick auf (87) hilft nun die n&hste Gleichung zu glauben (iber <d>
gleichsetzen!),

Pzt 2Ngry, 1!tk (79
NachSubstitutiorvon (138)und(134)in (136),erhalterwir ,
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An dieser Stelle kann nun die Néherung der langsamveréaderlichen Amplitude eingesetzt
werden.Die grauenTermehebensichweg, die 2 kirzt sichraus, =ck wird substituiertund fir
die kursivenTermegreift dasVereinfachungspaké&i37):

. 1. N
L PR oc? a1,
. N
ikc . ik & 2 o1,
1 iN ,

EineletzteUmformungfihrt dannauf die sog.reduziertéVellengleichung,
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1 ik N
z t 21- (792)
c 0
Offensichtlich kann man mit den BlochschenDefinitionen aus 84 (139) umschreibenund
somit erhdt man die sog. Maxwell Bloch-Gleichungen2 gekoppelteDifferentialgleichungen

im Argumentu-iv :

u iv i u iv 1w la
1 I .
w 1 w u iv u iv 1b
1 2
1 ik N u iv
z oot . 2 2

Sinn dieserGleichungenist die konsistenteBeschreibungron Atom-Licht-Wechselwirkungen.
Die Ratengleichungehildenein 8hnlichesSystemundbeschreibewlie Erzeugungund Vernich
tung von Resonatorphotonedurch das gewdlte ResonatormediumNutzt man das Bloch-
Vektorbild, indem die Dichtematrixeingége mit neuenVariablen, den Blochvektoreintrgen
verknipft werden,unddie Maxwell-Bloch-Gleichungersoerhdt maneinvollsténdige Quanten

theoriedesLasers.

Anmerkung: Auch (139)wird manchmaMaxwell-Bloch-Gleichunggenannt.
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