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Vorwort

Ein jedes Mal wenn eine Prüfung bevorsteht, sehe ich mich nahezu gezwungen eine Zusammen-

fassung des Prüfungsstoffs zu  schreiben. Da  diese Arbeit  nicht  umsonst sein soll,  werden

sämtliche  meiner selbstgeschriebenen Texte über  meine Webpage www.mndevelopments.de

veröffentlicht und dort zum Download angeboten. Da die heutige Qualität  der Textviewer sehr

hoch ist, und mit dem PDF Format ein Standard zur Verfügung steht, Texte systemübergreifend

zu publizieren, macht es keinen Sinn das gesamte Dokument auszudrucken. Vielmehr hoffe ich,

daß die Suchfunktionen eines Acrobat Readers diesen Text wie eine Datenbank durchstöbern,

und man hier die Quintessenz dessen findet, was wirklich erwähnenswert ist. Dieses Vorhaben

ist  was die  ersten 10  Paragraphen angeht allerdings schon gescheitert, sie  spiegeln den

"vollständigen!" Stoff der Quanten I  Vorlesung wider. Spätestens ab dem Abschnitt 11 über

Vielteilchentheorie wird  deutlich weniger Wert auf Beweisketten gelegt, als auf Grundlagen

und Definitionen. Gleiches gilt  für  die relativistische Quantenmechanik, die in  groben Zügen

auch die wichtigsten Rechnungen enthält. 

Durch das gesamte Skript ziehen sich farbige Hervorhebungen, die ich seit dem ersten Semester

konsistent nutze um mir selbst gewisse Dinge klar zu machen. Dabei handelt es sich nicht um

strenge Konventionen, sondern vielmehr um eine willkürliche Hervorhebung von interessanten

Aspekten. Die Farbwahl der Überschriften dagegen ist systematisch nach Quanten I (grün) und

Quanten II  (blau) eingeteilt. §15  ist  dabei ein Sonderfall, da der Stoff  beiden Vorlesungen

zuzuordnen ist. §16 und §17 stellen eine Überschneidung der Vorlesung Lasertheorie und der

Quanten II Vorlesung dar, und sind daher am Ende positioniert.

Die  Auswahl und Anordnung der Kapitel entspricht der Vorlesungen. Einige Überschriften

wurden mit  einem *  versehen, und kennzeichnen Abschnitte die entweder zum besseren Ver-

ständnis, oder zur  Erweiterung des Tellerrandes einbezogen wurden. (Sie entsprechen den

Teilen, die ich für meine Prüfung nicht wirklich gelernt hatte :-)). 

Ab diesem Vorwort werden  §1 und §2 noch einen großen Textanteil enthalten, der jedoch mit

zunehmender Kapitelzahl immer  weniger wird,  da  eine kurze und  knappe Formulierung

platzsparender erschien. Durch die ersten zehn Paragraphen ziehen sich "Was ist der Sinn?"

Texte, die kursiv  gekennzeichnet sind, und die  Theorie nochmals veranschaulichen sollen.

Auch ihre Anzahl nimmt kontinuierlich ab, da die Schwierigkeiten in den Anfängen und in der

Gewöhnung an die Quantentheorie liegen.

MarcusNeuer.
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§ 1 Die Schrödinger Gleichung
Die Quantenwelt und ihre Postulate

1.1 Quantisierung der Wirkung

Wie kommt man in wenigen Zügen auf die Grundidee der "Quantisierung" ?

Erstes Indiz für  eine Quantisierung stellen die Emissionslinien von Atomen dar. Die Balmer

Formel beschreibt beim Wasserstoffatom die Energiedifferenz zwischen dem angenommenen

nten und mten Niveaus,

(1)E � � � � Ry � 1� � � � � � � �
n2 � 1� � � � � � � � � �

m2 � .
Eigenartiger Weise scheint eine  solche Formel,  in  der  Ry  eine  zunächst  uninteressante

Konstantensammlung beschreibt, innerhalb eines Atoms nur diskrete Übergänge zuzulassen. Es

finden strahlende Übergänge bei bestimmten, von  den natürlichen Zahlen n und m abhängigen

Positionen statt. Dies wurde natürlich experimentell beobachtet, und nicht Ergebnis irgendeiner

Theorie. Es soll  aber als Erfahrungsgrundlage in  die  Modelltheorie der Quantenmechanik

miteinfließen.

Die zentralen Bewegungsgleichungen der Mechanik bilden die Lagrange śchen Gleichungen,
hier z.b. 2ter Art,

(2)
d� � � � � � �
dt � d� � � � � � � � � �

dq� L � � d         
dq

L ! 0

die sich aus einer Lagrange-Funktion L(q� ,q,t) aufstellen lassen, 

(3)L " q# , q, t$ : % T & V % 1' ' ' ' '
2

m q( 2 & V ) q$ .
Mit  der Hilfe der Lagrange-Funktion ließ sich ein Naturprinzip formulieren, daß der gesamten

Physik  auferlegt ist,  das  Hamilton  Pr inzip.  Definiert  man  eine  Wirkung,  sprich  eine

Dimension Energie* Zeit in der Form, 

(4)S + , L dt,

so gilt stets, 

(5)
-
S . 0.

Damit  ist  die  erste Ableitung also Null,  und  es liegt  ein  Maximum oder Minimum  vor,

vorausgesetzt die Randbedingung sind vorher entsprechend formuliert.  In Worten bedeutet das

Hamilton Prinzip dies: 

DieNatur maximiert stetsdieWirkung .

Dies ist eine Erfahrungstatsache, und kann daher nur als Prinzip formuliert werden. Interessant

ist eine Betrachtung der Wirkungsfunktion S. Was kann alles in der Dimension Energie/ Zeit
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geschrieben werden ?  Z.b.  das Produkt von  Impuls  und  Ort,  wie  man leicht  durch eine

Einheitenbetrachtungen zeigen kann. Die Idee der Quantenhypothese von Bohr scheint jetzt

klarer. Man nimmt an, daß die Wirkung selbst keine kontinuierliche Größe, sondern vielmehr

in viele kleine Miniwirkungen gestückelt ist. 

Bohr  ging  nun  von  einer  Quantelung eben dieser Wirkung  aus, und  formulierte  seine

Quantisierungsbedingung als, 

(6)

0
pdq 1 nh.

Hier ist n2  3 , p der generalisierte Impuls, q der Ort, und h eine Konstante, die Wirkungsquant

heißt. Das ist aber genau die Idee, daß man nur noch Wirkungsstückchen zuläßt. Daher auch

der Name der Konstanten h, Wirkungsquant. Man kann sich (6) als die Einpassung stehender

Wellen in  eine Kreisform vorstellen. Damit  die Welle stetig geschlossen wird,  können nur

diskrete Wellenlängen zugelassen werden. Dies soll nun explizit gerechnet werden, denn das

Ergebnis das wir  herausbekommen sollten kennen wir  bereits, es ist die oben stehende Balmer

Formel, die zumindest Ansatzweise im Ergebnis wiederzuerkennen sein sollte.

Anschaulich bedeutet die Quantisierung der Wirkung im Fall des Drehimpulses,

(7)
4

0

2 5
L 6 7 8 9

0

2 :
m an

2 ; < 7 8 me an
2 ; = 2 > ? n h .

Aus der Krafterhaltung folgt, 

man @ 2 ? 1A A A A A A A AA A A A A A A A
4 > B 0

e2A A A A A A A A A A A
an

2
,C D E 1F F F F F F F FF F F F F F F F

4 G H 0

e2F F F F F F F FF F F F F F F FF F F F
an

2 me
,

und für den Radius an gilt dann,

(8)an
E n2 h2 H 0F F F F F F F FF F F F F F F FF F F F FG me e2

Für  n=1,  also die  erste Bahn ergibt  dies den Bohrschen Radius.  Eingesetzt in  (7)  und

umgeformt nach D E I J  ergibt sich,

(9)I J
n

E G m e4F F F F F F F F F F F F F F F FF F F F F F F FF F F F F F F
2n3 h3 H 0

2
.

und für die Energie ergibt sich,

(10)E E mF F F F F F F
2

an
2 I J 2

n K 1F F F F F F F FF F F F F F F F
4 G H 0

e2F F F F F F F F
an

,

(11)En
E K 1F F F F F F F F

n2

1F F F F F F F FF F F F F F F
8 H 0

2

me e4F F F F F F F FF F F F F F F F F
h2

Damit ergibt sich eine wichtige Voraussetzung, die die Theorie der Quantenmechanik erfüllen

muß, wenn sie den Anspruch erheben will,  richtig zu sein. Sie muß für  das Wasserstoffatom

eine Abhängigkeit der Form,
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erfüllen.  Später  zeigt  sich,  daß dieses Ergebnis direkt  aus der  Lösung der  Schrödinger

Gleichung folgt, die im nächsten Abschnitt motiviert wird.

1.2 Das Tor zur Quantenwelt

Das Durchschreiten des Tors zur Quantenwelt erfordert einige drastische Änderungen in  der

Anschauung der physikalische Realität. 

Wir  definieren N (x,t)  als  eine  komplexe Funktion,  die  einer  Wellengleichung genügt.

Mikroskopische Teilchen, wie  z.b. das Elektron, werden nicht  mehr klassisch als Teilchen

interpretiert, sondern vielmehr  durch  eine  solche Wellenfunktion  N  identifiziert.  N  sei

zusätzlich so definiert, daß ihr Absolutquadrat die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens

beschreibt, 

(12)P O P Q R x, tS P 2 .

Es fehlt nur noch eine Gleichung, die die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion erfaßt, also

die Fortbewegung des "Teilchens", das jetzt ja schon kein Teilchen mehr ist. Eine Möglichkeit

wäre natürlich die bekannte Wellengleichung zu nutzen,

(13)
T 2 U V 1W W W W W W W W

c2 X t
2 Y Z 0.

Diese Gleichung ist sowohl in Zeit, als auch im Raum von zweiter Ordnung, und mitunter ist es

schwer das Anfangswertproblem zu formulieren. Daher stellt man einige Forderungen an die

Grundgleichung von Y . 

Die  Wellengleichung von Y  soll  von erster Ordnung in  der Zeit  sein. Sie darf nur X t
Y  als

zeitliche Ableitung enthalten.

Sie soll komplex sein.

Sie soll eine partielle Differentialgleichung sein.

Nehmen wir  an,  wir  hätten  diese, alle  Kleinstsysteme  beschreibende Gleichung bereits

gefunden, dann  muß  man  zwangsläufig  fordern,  daß  für  makroskopische Systeme die

Quantentheorie in  die klassische Theorie übergeht. Das wirft  aber wiederum eine Frage auf,

nämlich die nach dem Unterschied von der Quantenwelt und der Klassischen Welt.

In einer Turnhalle hängen Medizinbälle an Seilen befestigt von der Decke herab. Schaltet man

das Licht  aus, so besteht erst einmal keine Möglichkeit herauszufinden wo die Bälle  hängen.

Nimmt  man jedoch einige Basketbälle,  und wirft  sie durch die Halle, so kann man an dem

Reflektionsverhalten der Bälle  feststellen ob  man einen Medizinball  vor  sich hat, in  dem

Moment wo man sich darüber klar wird, ist das Ergebnis aber schon falsch, denn durch die

Kollision mit dem Basketball schwingt der Medizinball um seine Position, die also prinzipiell

nicht scharf meßbar ist. Diese kleine Geschichte führt auf die,
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Kopenhagener Deutung

Der Beobachter eines quantenmechanischen Systems wechselwirkt so stark mit  dem System,

daß keine unabhängige Existenz des Systems mehr vorliegt.

1.3 Aufstellung der Schrödinger Gleichung

1.3.1 Plausibilitätsbetrachtung

Durch  Ausprobieren kann  die  Schrödinger  Gleichung mit  obigen Forderungen gefunden

werden. Wir definieren eine Wellenfuntkion [ ,[ \ x, t] : ^ sin _ i ` kx a b tc d e sin f ig g g g gh ijkk px l p2m m m m m m m mm m m m
2m

t no pp q .
Dann gilt durch Ableiten, r

t s t u iv v v v vw p2v v v v v v v vv v v v
2m

, x 2 s t r
x
2 s t i2v v v v v v v vw

2 p2

Über p2 gleichsetzen führt auf die potentialunabhängige Schrödinger Gleichung,

(14)i
w r

v v v v v v v vr
t s y r , tz t u w 2v v v v v v v vv v v v v

2m
x 2 s .

Diese  kurze  Betrachtung zeigt,  daß  einer  periodischen Funktion  s  eine  komplexe

Ausbreitungsgleichung zugeschrieben werden kann.

1.3.2 Interpretation von {
Ausgehend vom  berühmten Doppelspaltversuch, bei  dem Elektronen auf  eine Blende mit

Doppelspalt fallen, und deren Interferenzmuster untersucht werden, kann |  gedeutet werden.

Schließt  man  einen  Spalt,  so  erhält  man  auf  dem  Schirm  eine  räumliche

Wahrscheinlichkeitsverteilung, die sich natürlich durch eine Intensitätsverteilung äußert. 

Die Wellenfunktion |  liefert damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung } ,

(15)} ~ r, t� � � � ~ r, t� � 2 .

Der Doppelspalt zieht ein Interferenzmuster nach sich, daß dann also aus zwei Funktion � 1 und� 2 zustande kommt, mit } ~ r, t� � � � 1 � � 2 � 2 .

Überraschendes Resultat tatsächlicher  Messungen ist  dabei,  daß  eine  Messung dasselbe

Interferenzmuster ergibt, auch wenn nur ein einziges Elektron den Doppelspalt passierte.

1.3.3 Heuristische Herleitung & Das Postulat der Schrödingergleichung

Die wohl einfachste Begründung, warum die Schrödinger Gleichung genau so aussehen sollte,

findet man in einem Vergleich folgender Größen,
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E � Ekin � V

würde für die Energie gelten

E � i � � t

und für die kinetische Energie,

Ekin � p2� � � � � � � �� � � �
2m

� � � 2� � � � � � � �� � � � �
2m � 2

dann würde ja bereits die Schrödinger Gleichung allein aus der Energieerhaltung folgen.

i � �� � � � � � � �� t � � � � � 2� � � � � � � �� � � � �
2m � 2 � V � � � � � � � � � � � � � � � Gl., SGL�
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§ 2 Quantenmechanik
Grundlagen, Axiome und Definitionen

Ziel  dieses Abschnitts  ist  eine  erste  vollständige  Formulierung  der  Grundlagen der

Quantenmechanik. Auf  dem  Weg  dorthin  werden die  Operatoren vorgestellt, sowie  die

dazugehörige Spektraltheorie.

2.1 Operatoren

Im  Rahmen der Schrödinger Gleichung läßt  sich eine Kontinuitätsgleichung aufstellen. Dazu

verwendet man die normale, und die konjugiert komplexe SGL, 

i � �� � � � � � � ��
t   ¡ ¢ £ ¤ 2¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥¥ ¥ ¥ ¥ ¥

2m ¦ 2 § V ¨ © ª « ¬ ­ ,® i ¯ °± ± ± ± ± ± ± ±° t ² ­ ³ ´ ® ¯ 2± ± ± ± ± ± ± ±± ± ± ± ±
2m µ 2 ¶ V · ² ­ ¸ ¹ ² ,

und subtrahiert sie voneinander. Dieses so eingeführte Verfahren ist sehr wichtig, und es lohnt

sich, die Schritte im Kopf zu behalten, gerade da es bei allen Wellengleichungen funktioniert.

Da V reell ist folgt, °± ± ± ± ± ± ± ±° t º » ¼ » ½ » » ¼ ¾ ¿¿ ÀÁ Á Á Á Á Á Á ÁÀ t Â Ã Â 2 Ä 1Å Å Å Å Å Å Å
i Æ Ç È Æ 2Å Å Å Å Å Å Å ÅÅ Å Å Å Å

2m Ã É Ê 2 Ã Ë È Æ 2Å Å Å Å Å Å Å ÅÅ Å Å Å Å
2m Ã Ê 2 Ã É Ì Ä ÍÅ Å Å Å Å Å Å ÅÍ t Î .

Formt  man mit  der  Produktregel um,  und klammert entsprechend aus, kann man diesen

Zusammenhang ausdrücken als eine Kontinuitätsgleichung,

(16)Î Ï Ð Ñ j Ò 0.

Mit dem Wahrscheinlichkeitsstrom(dichte), 

(17)j Ò ÓÔ Ô Ô Ô Ô Ô Ô ÔÔ Ô Ô Ô Ô Ô Ô
2m i Õ Ö × Ø Ö Ù Ö Ø Ö × Ú

Wie bereits erwähnt liefern alle Wellengleichungen der Quantentheorie Größen wie Û  oder j ,
was nicht bedeutet, daß diese stets gleich aussehen !

2.1.1 Definition von Operatoren

Mit  der in  §1  eingeführten Wahrscheinlichkeitsdefinition schreibt man den Mittelwert,  im

folgenden Erwartungswert genannt, als,

(18)
Ü r Ý Þ ß d3 r r à á r , tâ ã ß ä å r ä d3 r .
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In Worten wird über den gesamten Raum integriert, und für jeden Raumpunkt die dazugehörige

Wahrscheinlichkeit als Gewichtungsfaktor gewählt.

Bildet man die zeitliche Ableitung vom Erwartungswert des Ortes, 

(19)
æ

t ç r è é ê r
æ

t ë ì í ì î d3 r,

und reduziert man dies zur Einfachheit halber auf die x-Koordinate, so erhält man,æ
t ç x è é ê x

æ
t ï dxdydzé ð ê x ë ñ j î dxdydzé ð ê x

æ
x j dxdydzò ó ôõ õ õ õ õ õ õ õõ õ õ õ õ õ õ

2m i ö ÷ ø ù ÷ú ú ú ú ú ú ú ú ú úù x û ÷ ù ÷ øú ú ú ú ú ú ú úú ú ú ú úù x ü dxdydzý þ ÿ � �� � � � � � � �� � � �
m i

�� � � � � � � � � ��
x

ÿ d3 r .

Der Impuls p=mv nimmt in dieser Schreibweise die Form,

(20)� p � ý m
�

t
� x � ý þ ÿ � �� � � � � �

i
� ÿ d3 r,

an, und daran erkennt man, daß die Berechnung eines Impulserwartungswert, dem Anwenden

eines entsprechenden Funktionaloperators gleichkommt. Aus dem Impulsoperator findet man

den Hamiltonoperator, H ý p2 � 2m+V,

(21)p� 	 
� � � � �
i

� 

H� � � � 2� � � � � � � �� � � �

2m
� 2 � V.

Alle diese Operatoren wirken zunächst im Ortsraum. Analog kann ein Satz von Operatoren im

Impulsraum aufgeschrieben werden.

Was bedeutet das ? Es scheint so, als wäre die gesamte "Zustandsaussage" in der Funktion  �
verschlüsselt. Durch Anwenden eines Operators "entschlüsselt" man genau die Daten, die man

gerade benötigt.  

2.1.2 Selbstadjungierte Operatoren

Da die Operatoren eine Schlüsselposition in  der Quantenmechanik einnehmen, müssen wir

einiges über ihre Eigenschaften in Erfahrung bringen. 

Ist A ein beliebiger Operator, und gilt�
d3 r � A � � � � � � � d3 r � � A � � adj�

so heißt A  der "zu A konjugier te" Operator. Gilt weiterhin,
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A ! " A

heißt  A  hermitesch,  bzw.  selbstadjungier t.  Später  wird  ersichtlich,  warum  diese

Operatoreigenschaft fundamental wichtig ist für die Quantentheorie.

H ist ein hermitescher  Operator !

2.1.3 Kommutatoren

Der  Kommutator  ist  ein  mathematisches Objekt, anhand dessen die Vertauschbarkeit von

Operatoren geprüft  werden kann. So vertauschen zwei herkömmliche Vektoren, weil für sie das

"Kommutativgesetz" gilt. Ein Operator wie # x vertauscht aber nicht mit x. Um auch direkt die

Bedeutung von Kommutatoren deutlich zu machen, sei bereits hier  erwähnt  das sie helfen

werden Differentialgleichungen wie die Schrödingergleichung exakt zu lösen !

Man definiert den Kommutator als, $
a, b% & ab ' ba . ( kom)

Der Antikommutator (wie er erst viel später benötigt wird) ist dann, *
a, b+ , - ab . ba.

2.1.4 Eigenwerte von Operatoren

Für Operatoren können Eigenwerte und Eigenfunktionen angeben werden, gleich denen in der

Algebra. Un so ist /  ein Eigenwert zu A, wenn 

A 0 A 1 / 0 A.0 A  ist  Eigenfunktion von  A.  Den  Eigenwerten wird  in  diesem Paragraphen noch  ein

gesonderter Abschnitt gewidmet, die Spektraltheorie.

2.1.5 Ehrenfest-Theorem

Die Schrödinger-Gleichung ist eine Gleichung die eine Zeitentwicklung erfaßt. Da die Zustände0  zeitabhängig sind, stellt sich die Frage nach zeitlichen Entwicklung eines Erwartungswerts. 

Zunächst wird die Schrödinger in folgenden Formen notiert,

(22)

2 i 3 4 t 0 5 1 6 H0 7 5 8 9 t : ; < i= = = = => ? H: @ ;
i

> 9 t : < H: 8 9 t : < A i= = = = => H:
Das  Ehrenfest-Theorem  beschreibt die  zeitliche  Dynamik  des  Erwartungswerts eines

beliebigen Operators Q,

dt B Q C < d= = = = = = =
dt D : ; Q: d3 r

< D 9 : ;= = = = = = = == = = = =9 t
Q: d3 r E D : ; 9 Q= = = = = = = == = =9 t : d3 r E D : ; Q

9 := = = = = = = = = =9 t
d3 r
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FG
32H iI I I I IJ K L HM N O QP d3 r Q R S T U QV V V V V V V VV V VU t W d3 r X iY Y Y Y YZ [ \ ] QH \ d3 r^ i_ _ _ _ _` a b c d HQ e QHf b d3 r g a b c h Q_ _ _ _ _ _ _ __ _ _h t

b d3 r

(23)
di i i i i i i
dt j Q k l im m m m mn o p H, Qq r s t u Qv v v v v v v vv v vu t

r .

Diese Gleichung nennt man Ehrenfest-Theorem. 

2.2 Observablen als spezielle Operatoren

Eine  Observable ist  eine  meßbare  physikalische Größe,  die  das zu  betrachtente System

beschreibt.  Da  beobachtbare Größen reell  sein müssen,  kommen nur  die  Operatoren für

Meßgrößen in Frage, die reelle Erwartungswerte haben.

Satz 1a: Hermitesche Operatoren haben reelle Erwartungswerte.

Beweis: t Q r w x y z Qy d3 r w { | Q } ~ � � � ~ Q� � d3 r� Q � Q� � Qisthermitesch.

Daran sieht man, daß nur hermitesche Operatoren reelle Erwartungswerte ergeben, sie nehmen

daher eine Schlüsselposition als physikalische Repräsentatoren ein.

Satz 1b: Hermitesche Operatoren besitzen reelle Eigenwerte. 

Beweis: � �
A

� �
a

� � � �
a � � � 2� � � A � dV � a

� � � � 2 dV� � � �
A

�
dV � � � � � A � � � � dV � a � � � � � 2 dV� � � A � � dV � a� � � � � 2 dV� �� �A � A  

a ¡ a¢ ,

und somit ist a£ ¤  wenn A hermitesch. 

Satz 1c: Produkte selbstadjungierter Operatoren sind selbstadjungiert, wenn sie vertauschen.

Beweis:

F ¥ F¦ ; K ¥ K ¦
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§ ¨
FK© ª « ¬ dV ­ § ¨

K ¬ ª « F® ¬ dV ­ § © « K ® F® ¬ dV ­ § © « ¨
FKª ® ¬ dV¯ ¨

FKª ® ­ K ® F® ° FK ± KF ° ² K, F³ ± 0.

Bemerkung: Seien S,G, Operatoren mit

S ± 1´ ´ ´ ´
2́ µ KF ¶ FK· ; G ± i ² K, F³ ,

so sind S,G selbstadjungiert, wenn K,F, selbstadjungiert sind.

Was bringen diese Sätze ? Zunächst einmal wurde die Menge der in Frage kommenden Opera-

toren für Observablen, drastisch eingeschränkt. Hermitesche Operatoren gelangen durch diese

Festellungen in  eine Sonderstellung, sie  besitzen reelle Erwartungs- und Eigenwerte, und

scheinen als physikalische Observablen prädestiniert. Die  Sätze sind daher wichtig für  das

Fundament der Quantenmechanik.

2.2.1 Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

Ein berühmter, aus der Mathematik der Operatoren herrührender Effekt ist die Heisenbergsche

Unschärferelation. Sie gilt für alle (!) Operatoren, die Gleichung (24) erfüllen. 

Seien K, F zwei selbstadjungierte Operatoren (z.b. zugeordnet zu Observablen). Man definiert

den Operator M als, 

(24)² K, F³ ¸ iM

wodurch M  auch selbstadjungiert ist.  Wenn K  und  F  vertauschen ist  M  Null.  Sind  die

Eigenfunktionen ¹  bekannt, so sind die Erwartungswerte <K> und <F> definierte Größen. Die

Abweichungen definiert man als,º
F » F ¼ ½ F ¾ und

º
K » K ¼ ½ K ¾ .

Auch für die Abweichungen läßt sich der Kommutator berechnen,¿ º
K,

º
FÀ » º

K

º
F ¼ º

F

º
K» Á K ¼ ½ K ¾ Â Á F ¼ ½ F ¾ Â ¼ Á F ¼ ½ F ¾ Â Á K ¼ ½ K ¾ Â» KF ¼ ½ K ¾ F ¼ K ½ F ¾ Ã ½ K ¾ ½ F ¾ ¼ FK ÃÃ ½ F ¾ K Ã F ½ K ¾ ¼ ½ F ¾ ½ K ¾» ¿

K, FÀ » iM

(25)Ä ¿ º
K,

º
FÀ » iM.

Es bietet sich ferner folgende Hilfsdefinition an,

N Å 1Æ Æ Æ Æ Æ
2

Á º
K

º
F Ã º

F

º
K Â

(26)Ä º
K

º
F » N Ã iÆ Æ Æ Æ Æ

2
M

Als nächstes notieren wir eine Ungleichung aus der Analysis, die Schwartzsche Ungleichung, 
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(27)

Ç È
f

È
2 dV É Ê Ë g Ë 2 dV Ì Í Î f Ï gdV Í 2 .

Das Gleichheitszeichen gilt, wenn f~g ist. Die Unbestimmtheitsrelation leitet man wie folgt her, Î Í Ð K Ñ Ò K Ó Ô Õ Í 2 dV Ö Î Í Ð F Ñ Ò F Ó Ô Õ Í 2 dVÌ×
37Ø Ù Ú Û Ü

K Ý Þ K ß à á â ã ä å F æ ç F è é ê â dV ë 2ì ë í ê ã î K î F ê dV ë 2ìï
36ð ë í ê ã ñ N ò ió ó ó ó ó

2
M ô õ dV ö 2÷ ö ø N ù ú iû û û û û

2
ø M ù ö 2 ÷ü

aý ib
ü 2 þ a2 ý b2

komplexeZahlen ÿ
N � 2 � � 1� � � � �

2 � M � � 2

�Haubtabschätzung � 1	 	 	 	 	
2 
 M � � 2

.

Diese Abschätzungen führen schließlich auf die  Heisenberg Unschärfe, in ihrer allgemeinsten

Form, und vorausgesetzt daß (24) gilt, 


 � 
 K � 2 � 
 � 
 F� 2 � � � 1	 	 	 	 	
2 
 M � � 2

. � HSU�
2.2.2 Orts und Impulsmessung

Nachdem die Unbestimmtheitsrelation als Prinzip für  alle Operatoren die (24) erfüllen  gilt,

wirft dies zweifelsfrei die Frage auf, welche Operatoren dafür in Frage kommen.

Ausgehend von der allgemeinen Betrachtung läßt  sich die Unschärfe  mit  dem Kommutator

direkt berechnen, �
x, p� � i � � M � � 1.

Die Unschärfe beträgt also nach (HSU), 

� 
 x � 2 � 
 p� 2 � � �	 	 	 	 	
2

� 2


 x 
 p � �	 	 	 	 	
2

Letzteres ist die allgemein bekannte Fassung der Unbestimmtheitsrelation.

2.3 Die Axiome der QM 

Einige der nun folgenden Punkte werden in den folgenden Abschnitten noch vertieft.

1. Der Zustand eines Systems wird durch einen Zustandsvektor im Hilbertraum beschrieben.
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2.  Den beobachtbaren Größen, den Observablen, werden Operatoren zugeordnet, so daß die

Erwartungswerte für Messungen durch � � � Q� dV � � Q �  gegeben sind.

3. Die Operatoren der Observablen sind hermitesch und vollständig.

4.  Die  Messung einer  Observablen führt  den  Zustandsvektor (Wellenfunktion) in  einen

Eigenzustand (Eigenfunktion) des zugehörigen Operators über.

5.  Mögliche  Meßwerte  sind  die  Eigenwerte  des  entsprechenden Operators.  Die

Eintrittswahrscheinlichkeit eines bestimmten Meßwertes ist  durch das Absolutquadrat des

entsprechenden Entwicklungskoeffizienten gegeben.  (später wird dies noch ersichtlicher ...)

6.  Die  Messung eines maximalen Satzes von "verträglichen" Observablen "präpariert einen

"reinen" Zustand (Hilbertvektor). (das Wort präpariert  nimmt Bezug auf die Kopenhagener

Deutung !)

7 � 2.6� . Zu "verträglichen" Observablen gehören kommutierende Operatoren.

8*. Wenn das System nur "schwach präpariert" ist, spricht man von einem gemischten Zustand,

der  dann  durch  die  Dichtematrix  beschrieben wird.  (in  diesem Fall  muß  die  sog.

Quantenstatistik angewendet werden ...)

2.3.1 Die prinzipielle Meßunsicherheit

Ist F eine Observable, so entspricht <F> dem Erwartungswert. Wie in 2.2.1 definiert man die

Abweichung als,

(28)
�

F � F � � F �
und mittlere quadratische Abweichung berechnet sich zu,

(29)� �  ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !" # $ F% 2 & .

Anschaulich  sind  die  Meßwerte  um  den  Mittelwert  <F>  verteilt,  und  '  stellt  eine

Verallgemeinerung der HWHM dar.

Satz: Ist (  eine Eigenfunktion zu F, so verschwindet ) * + F, 2 - .

Beweis:

) * + F, 2 - . / 0 1 2 F2 F3 dV 4 5 6 2 F3 7 8 6 2 F3 7 dV

4 5 9 : F ; 9 2 dV < = 0.> ? F@ A 0 BC 38D
FE F G F H E .

Dann ist <F> Eigenwert zum Operator F, und E  die Eigenfunktion.

2.3.2 Stationäre Formulierung der Schrödinger Gleichung

Die Schrödinger Gleichung für einen Eigenzustand zu H lautet,
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HI n J En I n

und liefert, I n J I n K r L
i M N O nP P P P P P P PP P P P PQ

t R HS n R En S n

(30)T S n U r , tV R S n U r V eW iX X X XY En t.

Die zeitliche Entwicklung von Z  läßt sich abspalten. Ferner ist [ = \ ] (r ,t) \ = \ ] (r ) \  stationär.         

2.4 Spektraltheorie

(31)F̂ i _ ` i a i

Dies ist die allgemeinste Eigenwertgleichung, wichtig ist, daß F der Operator ist, und ̀ i b c , also

Zahlen sind. Die Eigenwerte d i können entweder diskret, oder kontinuierlich sein. 

Satz  2a:  Wenn  zwei  Operatoren  vertauschen  haben  sie  ein  gemeinsames

Eigenfunktionensystem.

Beweis: e
M, Ff g 0 g MF h FM

(32)i MFj k FMj
seiFj k f j undM j k mj nachl 40m

(33)i Mf j k f l M j m k F l M j m
Damit ist M j  Eigenfunktion von F, und umgekehrt. Anschaulich bedeutet dies, daß die Größen

M und F gleichzeitig meßbar sind. Die Messung von F führt das System in einen Eigenzustand

von F über, was die Messung von M  nicht stört,  da genau diese Eigenzustände von F auch

Eigenzustände von M sind.        

Satz  2b:  Wenn  zwei  Operatoren ein  gemeinsames Eigenfunktionensystem haben, dann

vertauschen sie.

Beweis:

(34)n
M, Fo j k l MF h FMm j k l mf h fmm j kweil gemeinsamesEFS

0.

Wozu nützt diese Erkenntnis ? Sie ist ein machtvolles Instrument zur Lösung von Eigenwertprob-

lemen, also bei  Differentialgleichungen. Man stelle sich dazu nur  einen hochkomplizierten

Differentialoperator A vor, der mit einem einfach lösbaren Operator B vertauscht, so sind die
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Eigenfunktionen von B auch Eigenfunktionen  von A, und man braucht das komplizierte Prob-

lem nicht mehr lösen.

2.4.1 Entwicklung nach Eigenfunktionen

Ein  Zustandsvektor p  läßt  sich  nach  dem  vollständigen  Eigenfunktionssystem (EF-

Entwicklung),entwickeln,

p q r
n

an s n t EFu .
und das Absolutquadrat von an,  v an v 2  liefert  die Wahrscheinlichkeit, bzw. Gewichtung des

Zustands s n.

Man spricht von einem vollständigen Eigenfunktionensystem, wenn es zu jedem s  einen Satz

von numerischen Konstanten w ci x  gibt, sodaß gilt,

(35)lim
my 0 z Rm { Rm d3 r | 0,

mit,

(36)Rm | } ~ �
n� 0

m

cn � n .

2.4.2 Othonormalsysteme

Die  Eigenfunktionen  eines  hermiteschen  Operators  bilden  ein  vollständiges

Orthonormalsystem. Für die Eigenfunktionen gilt,

(37)

� � i � � j � � ij und � � � n � 2 dV � 1.

Satz: Der Operator H sei von unten beschränkt, 

(38)

� � �
H

�
dV� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � �

dV � 1,

und  habe ein  diskretes EW-Spektrum, E0 � E1 � E2 � ... � En � ...,  und  sei  nach oben

unbeschränkt. So gilt, 

1. Das Minimum � � � H � dV� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � dV � 1 ist a) E0 für beliebige � , und b) E1 für �  senkrecht auf � 0.

2. Das EF-System ist vollständig.         

Dieser  Satz  rechtfertigt  praktisch  im  Nachhinein unsere Methode Erwartungswerte zu

berechnen.

2.4.3* Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Die  Orthogonalität  von zwei Wellenfunktionen � m  und � n  kann für  gewöhnlich so gezeigt

werden, 
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(39)

� �
m � F

�
n dV � �

fn

�
m � �

n dV

(40)und
� �

m � F
�

n dV � � �
F� � m�   � n dV ¡ ¢ fm � m   � n dV

(41)£¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤subtrahieren
0 ¥ ¦ fn § fm̈ © ª m « ª n dV.

Tritt  jedoch  eine  Entartung auf,  d.h.  es  gibt  einen  Eigenwert zu  zwei  verschiedenen

Eigenfunktionen,

(42)Fª n1 ¥ fn ª n1 und Fª n2 ¥ fn ª n2,

so  muß  das  sog.  Schmidtsche Orthogonalverfahren angewendet werden, bei  dem  eine

"künstliche" neuer Basis aus einer Linearkombination der Form,

(43)¬
n1 ¥ ª n1 und ¬

n2 ¥ ª n1 ­ ® ¯ n2,

gewählt wird. Dann gilt nämlich,

(44)

° ¯ n1 ± ² ¯ n1 ­ ® ¯ n2³ dV ´ 0 µ ® ´ ¶ 1· · · · · · · · · · · · · · · ·· · · · · · · · · · · · · · · ·· · · · · · · ·¸ ¯ n1 ± ¯ n2 dV
.

Abschließend gilt  die Aussage, hermitesche Operatoren können als Orthonormalbasis genutzt

werden.          

2.4.5 Die Vollständigkeitsrelation

(45)¯ ´ ¹
n

an ¯ n ² diskreteBasis³
multipliziert man von beiden Seiten mit  ̄ n ± ,  integriert über dV, und nutzt die Normalität   so

erhält man, 

(46)

° ¯ n ± ¯ dV ´ an.

Damit läßt sich, wiederum über (44) ̄  darstellen als,

(47)¯ ´ ¹
m

° ¯ m ± ² r ³́ ¯ ² r ³́ d3 r´ ¯ m ² r ³
(48)µ ¯ ² r ³ ´ °

d3 r ¯ ² r ³́ ¹
m

¯ m ± ² r ³́ ¯ m ² r ³ .
An der letzten Gleichung läßt  sich erkennen, daß die hintere Summe das r´ im Integral, nach

der Integration in  ein r   überführt  werden muß.  Dies ist  nur erfüllt,  wenn die Summe die

Diracsche Deltafunktion erfüllt,  und somit ergibt sich die Vollständigkeitsrelation,

(49)¹
m

¯ m ± ² r ³́ ¯ m ² r ³ ´ º ² r ´ ¶ r ³
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2.4.6 Eigenfunktionen des Impulsoperators

Die Wichtigkeit des Impulsoperators muß nicht betont werden, und so ist es nur verständlich

sich die Eigenfunktionen dieses Operators näher anzusehen. 

p» ¼ ½¾ ¾ ¾ ¾ ¾
i ¿ , vereinfachendnurpx

^ À ÁÂ Â Â Â Â
i ÃÂ Â Â Â Â Â Â ÂÃ x

(50)pÄ Å À
pÅ Æ ÁÂ Â Â Â Â

i ÃÂ Â Â Â Â Â Â ÂÃ x
Å À

pÅ Ç Å È e
iÉ É É ÉÊ px Ë pÌ Í

Da dies für  alle p  aus Í  Ergebnis der Eigenwertgleichung ist, stellt p  ein kontinuierliches

Eigenwertspektrum dar. Der Impulsoperator hat kein (!) diskretes Spektrum.

2.4.7* Das mathematisch detailierte Eigenwertspektrum des Hamiltonians

(51)HÎ Ï Ð Ñ 2Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò ÒÒ Ò Ò Ò
2m Ó 2 Ô V

(52)HÎ Õ E Ï EÕ E

1. H ist nach unten beschränkt

(53)

Ö Õ × HÕ dVÒ Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò ÒÒ Ò Ò Ò Ò Ò Ò ÒÒ Ò Ò Ò Ò Ò Ò Ò ÒÖ Õ × Õ dV Ø c für alle Õ
2. H ist nach oben unbeschränkt

(54)

Ö Õ Ù Ú H Û Ù dVÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü ÜÝ Û Ù Ú Û Ù dV Þ ß für à á ß
Anm.: Eigentlich ist bereits â ã ä å dV=1 durch die Orthonormierung.

3. H habe ein diskretes Eigenwertspektrum

(55)E0 æ E1 æ ... æ Ei æ ...

Dann gilt, 

(56)minç è é ê Hë dVì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ì ìí î ï î
dV ð ñ E0, wennò beliebig

E1, wennó ô U0

... õ
wobei der Unterraum sich wie folgt definiert,

(57)U0 ö ÷ ø ù L2 ú û ü
0 ý ü dV þ 0ÿ .

Hierfür betrachtet man die folgende Funktionalableitung,

(58)

�
E � 1� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �� � � �

dV

� �
dV � 	 
 � H
 � 
 � H� 
 � � � � � H� dV� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � dV �� � � � � � � � � � � � � dV �
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(59)
�  E ! 1" " " " " " " " " " " " " " " "" " " " " " " "" " " " "# $ % $

dV & ' dV  $ % (
H ) E* $ + $ % (

H ) E*  $ ,
Man definiert nun eine Hilfsfunktion

(60)f - . H / E0 1
sodaß für  f=0  folgt,  daß 1  eine Eigenfunktion zu  H  ist.  Für  das Vorliegen eines lokalen

Extremums muß gelten,

(61)
2
E 3 0 4 f 5 0,

woraus man sieht, daß dies für Eigenfunktionen 6  zu H immer erfüllt  ist. Man kann schreiben, 

(62)H6 5 7 6 8 H6 dV9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 99 9 9 9 9 9 9 99 9 9 9 9 9 9 9 97 6 8 6 dV
6 .
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§ 3 Anwendungen I
Die  bisher aufgestellten Theoriesegmente erlauben die Berechnung einiger Beispiele, allen

voran Potentialtopf und Harmonischer Oszillator. Die Diskussion dieser Beispiele ist grundleg-

end für ein tieferes Verständnis der Quantenmechanik.

3.1 Lösungen der zeitunabhängigen SGL

3.1.1 Grundlagen, Zeitseparation und Dgl.

Ausgehend von der zeitabhängigen SGL, 

(63)63 i : ; t < = H<
leitet sich die zeitunabhängige SGL mit der Separation der Zeit her,

(64)< > r , t? = < > r ? e@ iA A A AB Et

und man erhält,

(65)
HC D ECE F G 2H H H H H H H HH H H H

2m I 2 J V K L M r N O EL M r N
Hat  man einen Satz Lösungen gefunden, so  sind  auch Linearkombinationen von  diesen

Lösungen wieder Lösung der SGL, 

(66)L M r , tN O P
n Q n R r S eT iU U U UV Et W cn,

mit den Koeffizienten cn,

(67)cn X Y Q R r , t X 0S Q Z R r S d3 r.

3.1.2 Stückweise konstante Potentiale, Stetigkeitsbedingung

Oftmals lassen sich Probleme durch stückweise konstante Potentiale nähern. Die Behandlung

dieses Typs von Potential ist wesentlich einfacher, außerdem läßt sich die SGL nur für  wenige

Potentiale analytisch lösen. (Im folgenden nur 1dimensionale Betrachtung).

Daher wird im folgenden die sog. Potentialstufe diskutiert.

Nehmen wir an es existiert ein konstantes Potential, 

(68)V R xS X [ V0 für x \ 0 ] I ^
0 für x _ 0 ] II ^ ` ,
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dann befindet sich ein Teilchen mit einer Energie 0 a E a V0, an der Stelle x b 0 im erlaubten,

und für  x<0 im verbotenen Bereich. Als nächstes werden Lösungen für  diese beiden Bereiche

gesucht.

Fall A      0 c E c V0

Formt man (63) um zu,

(69)

d 2 ef f f f f f f ff f f f fd
x2 g 2mf f f f f f f ff f f fh

2 i E j V k e l 0.m e ´´ l j ke
Die allgemeine Lösung ist,

(70)e l A eikx g B en ikx.

Mit der Definition von k,

(71)k l o p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p2mq q q q q q q qq q q qr
2 s E t V u .

An dieser Stelle lassen sich wichtige Aussagen über die Lösungsfunktionen machen. Ist E<V,

so ist k imaginär, und das Argument der Exp.Funktion in (70) reell (!). Ist dagegen E>V, so ist

k reell, und das Exponentialargument ist wieder imaginär.

In verbotenenBereichenfällt v steigtdieWellenfunktionexp. aboderan.

In erlaubtenBereichenliegenSchwingungenvor.

Es bleibt die Frage, was an der Stelle x=0 passiert. Dazu betrachtet man,wx0 x y
x0 z y d2 {| | | | | | | || | | | | |

dx2 } x ~ � �x0 � �
x0 � � 2m� � � � � � � �� � � ��

2 � E � V � � dx

Das hintere Integral ergibt Null,  für  � � 0, beim Integrieren wird das vordere Integral zu einer

einfachen Ableitung,

d�� � � � � � � � � �
dx �x0 � �

x0 � � � 0 für � � 0,� � ist stetiganderStellex0.

D.h. wir müssen Lösungen für beide Bereiche, (I) und (II)  finden, so daß diese stetig ineinander

übergehen.

Genau diese Stetigkeitsforderung ist  für  die  "Diskretisierung" verantwortlich. Wie  man

ebenfalls erkennen kann liegen nur für 0<E<V solche diskreten Spektren vor. Für E>V befindet

man sich im kontinuierlichen Bereich. 

Beim vorliegenden Beispiel (68) erhalten wir die Lösungsfunktion,
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(72)
� �

x� � � Aeikx � Be� ikx für x � 0
�
I �

Ce� � x � De� x für x   0 ¡ II ¢ £ ,
(73)k ¤ ¥ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦2m§ § § § § § § §§ § § §¨

2
E © ª und « ¬ ­ ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ®2m¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯¯ ¯ ¯ ¯°

2 ± V0 ² E³ ´ µ ,

und dann liefert die Stetigkeitsbedingung,¶
1· A ¸ B ¹ C "Stetigkeitvon º "»

2¼ ikA ½ ikB ¾ ½ ¿ C "Stetigkeitvon À x Á
Setzt man (1) über C in (2) ein, so erhält man,

BÂ Â Â Â Â Â Â
A Ã i k Ä ÅÂ Â Â Â Â Â Â ÂÂ Â Â Â Â Â Â ÂÂ Â Â

i k Æ Å Ã ei Ç ,

CÈ È È È È È È
A É 1 Ê ei Ç ,

und da das System unterbestimmt ist, läßt  sich ein Parameter frei  wählen. Es empfiehlt sich

A=1 zu setzen, dann sind die Lösungen bis auf eine Phase bestimmt.

(74)
Ë Ì

xÍ É Î eikx Ï ei Ð eÑ ikx für x Ò 0 Ó I ÔÓ 1 Õ ei Ö Ô e× Ø x für x Ù 0 Ú II Û Ü ,
Daraus ist ersichtlich, daß es eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit gibt, daß sich das

Teilchen im Potentialwall befindet.       

Als nächstes wird der Fall für E Ý V0betrachtet,

Fall B    E Þ V0

(75)
ß à

xá â ã Aeik1 x ä Beå ik1 x für x æ 0 ç I è
Ceik2 x für x é 0 ç II è ê ,

(76)k1 ë ì í í í í í í í í í í í í í í í2mî î î î î î î îî î î îï 2 E ð ñ und k2 ë ì í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í2mî î î î î î î îî î î îï 2 ç E ò V0è ð ñ .

Es ist zu beachten, daß E und V in der Klammer die Position wechseln, weil k2 reell sein soll,

und das jetzt im  Bereich (II)  eine nach rechts laufende Welle genutzt wird.  Der nach links

laufende Teil  wird Null  gesetzt.  Jetzt tauchen auch Effekte wie Reflektion und Transmission

auf.

Die Stetigkeit bringt nun die Gleichungen, ç 1è A ä B ë C,ç 2è k1 ç A ò Bè ë k2 C,

aus denen folgt,

Bî î î î î î î
A ë k1 ò k2î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î

k1
ä k2

und
Cî î î î î î î
A ë 2k1î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î

k1
ä k2

,
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(77)
ó ô

xõ ö ÷ eikx ø k1 ù k2ú ú ú ú ú ú ú úú ú ú ú ú ú
k1 û k2

eü ik1 x für x ý 0 þ I ÿ
2 k1� � � � � � � �� � � � � �

k1 û k2
eü ik2 x für x � 0 þ II ÿ �

,

und diese Lösung stellt das kontinuierliche Spektrum dar.       

Die Kontinuitätsgleichung in lautet in diesem Fall, 

(78)
� � � � 2� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � ��

t � 	 j ,

(79)j 
 �� � � � � � � �� � � � � � �
2m i 
 � � � � � � � � � � ,

und im 1dimensionalen Fall kann man den Strom j  im Fall B schreiben als,

j� � � � � � � �� � � � � � � � � ��
A

� 2 � � �
k� � � � � � �

m � 1 � � B � 2� � � � � � � � � �� A � 2 � für x � 0 
k! ! ! ! ! ! !

m " C " 2! ! ! ! ! ! ! ! ! !" A " 2 für x # 0

$
.

Da bei Fall A genauso viel einfällt,  wie ausfällt,  gilt hier,

j! ! ! ! ! ! ! !! ! ! ! ! ! ! ! ! !%
A

% 2 & ' 0 für x � 0

0 für x # 0

$
.

Aus diesem Beispiel ist ersichtlich wie man Reflektionsgrad und Transmissionsgrad definiert:

R & %
B

% 2! ! ! ! ! ! ! !! ! ! ! ! ! ! ! ! !%
A

% 2 ; T & 1 ( R

Für Fall A erhält man,

R & 1 undT & 0,

im Fall B, 

R & )
k1 ( k2* 2! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !! ! ! ! ! ! ! !! ! ! ! !)
k1 + k2* 2 und T & 4k1 k2! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !! ! ! ! ! ! ! !! ! ! ! !)

k1 + k2* 2 .

3.1.3 Potentialtopf  

Das nächst kompliziertere Problem ist der Potentialtopf. Er wird nach dem selben Schema wie

die Potentialstufe berechnet, nur daß es hier zu einer Aufteilung in  3  Bereiche kommt, und

ansteigende und abfallende e-Fkt vorkommen.

Insbesondere wird deutlich, daß nicht mehr alle Schwingungen erlaubt sind, sondern nur noch

solche die, abhängig von der "Länge" des Topfes, wieder stetig an die Exponentialfunktionen

anknüpfen.

Wir definieren zuerst das Topfpotential,

V & ' V0 für x � ( a

0 für ( a , x , a

V0 für x - a

.
,

sodaß im erlaubten Bereich -a, x ,  a Schwingung zustande kommen.
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Der Lösungsansatz wird entsprechend als,/ 0 1 C1 e2 x

Csin 3 kx 4 5 6
C2 e7 8 x

9
mit : ; < = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

2m> > > > > > > >> > > >?
2 @ V0 A E6 und k ; < = = = = = = = = = = = = = = =

2m> > > > > > > >> > > >?
2 E:  läßt sich außerdem schreiben als, : ; < = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =

2m> > > > > > > >> > > >?
2 V0 A k2 .

Wendet man wieder die Stetigkeitsbedingungen an, so muß an der ersten stetigen Stelle x=-a

gelten,

(80)
C1 e8 x ; Csin @ kx B 5 6 C x D E a

C1 eE F a G Csin H I ka J K L
ebenso für die Ableitung,

(81)C1 M eE F a G k CcosH I ka J K L
wobei (80) wieder rückwertig eingesetzt werden kann,

(82)M Csin H I ka J K L G k CcosH I ka J K LN k cot O P ka Q R S T U
(83)N k cot O P ka Q R S T V W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W2mX X X X X X X XX X X XY

2 V0 P k2 .

An der anderen Stetigkeitsstelle bei x=a, erhält man (nach ähnlicher Rechnung), 

(84)k cot O ka Q R S T P V W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W W2mX X X X X X X XX X X XY
2

V0 P k2 .

Beide Gleichungen führen durch Quadrieren auf die Beziehung,

(85)cot2 O Z ak [ \ ] ^trig.Bez. 1_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _
sin2 ` Z ak [ \ ] a 1 ^ 1_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _b

2 k2_ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _
2 mV0 a 1

,

die es erlaubt einen Zusammenhang zwischen der sin Funktion und k zu suchen. Bei (85) wird

zunächst eine Fallunterscheidung vorgenommen,

FallA : sin ` a ak [ \ ] ^ [ c k_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _d e e e e e e e e e e e e e e
2mV0

sin f g ak g h i j k l km m m m m m m m m m m m m m m mm m m m m m m mm m m mn e e e e e e e e e e e e e e
2mV0

FallB : sin f k ak g h i j k l km m m m m m m m m m m m m m m mm m m m m m m mm m m mn e e e e e e e e e e e e e e
2mV0
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sin o p ak p q r s t u kv v v v v v v v v v v v v v v vv v v v v v v vv v v vw x x x x x x x x x x x x x x
2mV0

.

Mit den trigonometrischen Beziehungen führen die die Gleichungen von Fall B auf,

(86)t sin o akr coso q r p coso akr sin o q r s t u kv v v v v v v v v v v v v v v vv v v v v v v vv v v vw x x x x x x x x x x x x x x
2mV0

(87)sin o akr coso q r p coso akr sin o q r s t u kv v v v v v v v v v v v v v v vv v v v v v v vv v v vw x x x x x x x x x x x x x x
2mV0

.

Die Phase q  wird bestimmt durch, 

(88)cosq s 0 y z { 2n | 1} } } } } } } }} } } } } } } }} } } } }
2 ~ � sin� � � 1.

Mit den Substitutionen,

(89)
� �

ka, � � �� � � � � � � � � �
2a � � � � � � � � � � � � � � �2� � � � � � � �� � � � � � �

mV0
,

schreiben sich die Bedingungen (86) und (87) als,

(90)cos� � � � � .

Aus (83) und (84) folgt, daß die Lösungen 

(91)tan � � ak � � � � 0undtan � � ak � � � � 0

erfüllen müssen. Mit (90) und (91) ergibt sich,

tan � � � � 2n � 1� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �
2 � � � 0 � tan� � 0

tan �   ¡   2n   1¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢
2 £ ¤ ¥ 0 ¦ tan§ ¨ 0

Plot © ª Cos« x¬ , 0.1x, ­ 0.1x® , ¯ x, ° 10, 10® ±

-10 -5 5 10

-1

-0.5

0.5

1

Jeder Schnitt einer Geraden der Steigung ² ³  mit cos³  entspricht einer Lösung für (90). Anhand

von (89) sieht man, umso größer V0,  also um so tiefer der Potentialtopf, desto geringer die

Steigung der Geraden, und desto mehr Schnittpunkte mit dem Cosinus. 
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Es bleibt noch zu beachten, daß nur die Schnittpunkte zugelassen sind, für  die (91) erfüllt  ist.

D.h. es muß geprüft wird ob tań  wirklich größer als Null ist.

Für Fall A würde die Bedingung entsprechend, 

siń µ ¶ · ¸ ,

lauten.

Fall  A  repräsentiert den antisymmetrischen, Fall  B  den symmetrischen Anteil.  Mit  diesen

beiden Symmetrieeigenschaften lassen sich die Wellenfunktionen allgemein klassifizieren.

[Elbaz]

3.1.3 Die Parität

Beim Potentialtopf wurde zwischen symmetrischer (gerade) und unsymmetrischer (ungerade)

Lösung unterschieden. 

Eine Funktion ¹  heißt gerade, wenn im Punkt x=0 gilt,  ¹ ´(x)=0.

Eine Funktion ¹  heißt ungerade, wenn im Punkt x=0 gilt ¹ (x)=0.

Es wird ein Paritätsoperator definiert, dessen Wirkung wie folgt festgelegt ist,

(92)P ¹ º » ¹ , ¼ für geradeFunktionen¹½ für ungeradeFunktionen¾ .

Weiterhingilt :

Mit ¿ À r, t Á ist ebenfallsÂ Ã r, Ä t Á Lösung.

Mit Â Ã r Á ist ebenfallsÂ Å Æ r Ç Lösung.

Dann sind auch Kombinationen der Lösungen wieder Lösungen, was der nächste Satz aussagt.

Satz: Sind È 1 und È 2 so sind die Kombinationen,É
g Ê xË Ì 1Í Í Í Í Í

2 Î Ï Ê xË Ð Ï Ê Ñ xË Ò gerade,
É

u Ê xË Ì 1Í Í Í Í Í
2 Î Ï Ê xË Ñ Ï Ê Ñ xË Ò ungerade,

ebenfalls Lösungen.

Kommt  in  der  Menge der Lösungen keine (!)  Entartung vor,  so sind alle  Lösungen von

vornherein geordnet, und zwar anhand der Zahl der Knoten.

Grundzustand kaÓ Ô 0, ÕÖ Ö Ö Ö
2 × gerade 0Knoten

1.angeregterZustande kaØ Ù ÕÖ Ö Ö Ö
2 , Ú × ungerade 1Knoten

2.angeregterZustand kaØ Ù Ú , 3 ÛÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü
2 Ý gerade 2Knoten

u.s.w.
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3.2 Der harmonische Oszillator

3.2.1 Das Schrödingerproblem mit harmonischen Potential

Da viele Potentiale durch ein Parabelpotential genähert werden können, stellt  der harmonische

Oszillator eines wichtigsten Beispiele einer Lösung der Schrödinger Gleichung dar. Zu einem

späteren Zeitpunkt wird eine alternative Methode zur Lösung dieses Problems präsentiert, die

wesentlich schneller und effektiver ist als der hier vorgestellte Weg. Da aber in den kommenden

Rechnungsschritten ein Mechanismus verwendet wird, wie er exemplarisch für  die Lösung des

Drehimpulsproblems und des Wasserstoffatoms ist, soll hier die lange Variante gezeigt werden :

V Þ x2

V ß 1à à à à à
2

má 2 x2

Wir substituieren, 

(93)
â ã ä å å å å å å å å å å åmæç ç ç ç ç ç ç çç ç ç çè x,

und formulieren die  stationäre  Schrödinger Gleichung mit  obigen Potential und der neuen

Koordinate é , êëìì í î
2ï ï ï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï

2m ð 2 ñò ò ò ò ò ò ò òò ò ò ò òð x2 ó 1ò ò ò ò ò
2

mô 2 x2 õö ÷÷ ø ù Eøú ûüýý þ ÿ 2� � � � � � � �� � � � �
2m

m�� � � � � � � �� � � �ÿ � 2� � � � � � � �� � � �� �
2 � 1� � � � �

2
m� 2 ÿ� � � � � � � �� � � �

m� � 2 �� ÷÷ ø ù Eøú þ ÿ �� � � � � � � �� � � � � � �
2

� � 2 � 	 1
 
 
 
 

2

� � 
 2 � � E�
(94)� � 2 �
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
� 


2
	 � 2E
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
� � � 
 2� � � 0 .

Asymptotisch muß für � � �   die Beziehung,�
2 �� � � � � � � �� � � � �� � 2 � � 2 � � 0,

gelten, was durch einen Ansatz der Form,

(95)� � � � � e� � 2       
2 v ! " # ,

gelöst  werden  kann.  In  die  Gleichung  (94)  eingesetzt,  liefert  der  Ansatz  eine

Differentialgleichung für  v(" ),  wobei E=$ % (A+1/2)  substituiert wird,  da man so bereits die

Energieeigenwerte erwartet. Wir  nutzen nun eine Kurzschreibweise um  die  Differentiation

nicht lang aufzuschreiben, & ' f ( f' , und setzen schließlich ) ' '  in (94) ein.

) ' ( v' e* + 2       
2 , " ve* + 2       

2 ( ! v' , " v# e* + 2       
2) ' ' ( ! v' ' , v , " v' # e* + 2       

2 , ! v' , " v# " e* + 2       
2
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- . 94/
v0 0 1 v 1 2 v3 4 2 v3 5 6 2 v 5 2E7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 78 9 v : ; 2 v < 0= v> > ? 2 @ v> A 2 B EC C C C C C C C C CD E F 1C C C C C

2 G v H 0

(96)
I 2 vJ J J J J J J JJ J J JI K

2 L 2
K I

vJ J J J J J J J J JI K M 2Av N 0.

A N EJ J J J J J J J J JO P L 1J J J J J
2

.

Gleichung (96) ist ein vorläufiges Ergebnis, da über diese Differentialgleichung die Hermitpoly-

nome erreichbar sind. 

3.2.2 Sommerfeldsche Polynommethode

Die  Sommerfeldsche Polynommethode stellt  ein  wichtiges  Werkzeug  dar,  um  die

Energieeigenwerte zu finden, und um Differentialgleichungen zu lösen. v wird für den geraden

und ungeraden Fall in eine Reihe entwickelt, und danach in die Gleichung eingesetzt, um eine

sinnvolle Reihenabbruchsbedingung zu finden.

vg N 1 M a2
K 2 M a4

K 4 M ... N Q
m

a2 m R 2 m

vu S R T a3 R 3 T ... S U
m

a2 mV 1 W 2 mV 1

Wir setzen zunächst vg in (96) ein, und erhalten eine Beziehung für die Vorfaktoren

W 2 n : a2 N V 2 X 2N Y 2Z [ 2N \ 1Z ] a2 N [ 2N ^ 2_ ` 2Aa2 N a 0b a2 N c 2d d d d d d d dd d d d d d d d d d
a2 N e 2 f 2N g A hd d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d d dd d d d d d d dd d d d d d d dd d d d df 2N i 2h f 2N i 1h jk kN l mn 1o o o o o o o

N

mit anderen Worten der Bruch geht gegen Null, genau wie 1/N. D.h. asymptotische verhält sich

diese Reihe wie ep 2
, und das ist nicht gut, denn würden wir  dies in (95) einsetzen, so würde q

verschwinden. Dies  ist  ebenfalls in  späteren Fällen  zu  beobachten, stets wird  durch die

Potenzreihe die zugrundeliegende Asymptotik vernichtet.

Aus  eben  diesem  Verhalten  kann  nun,  durch  Wahl  einer  Abbruchbedingung der

Reihenentwicklung, der Energieeigenwert gefunden werden. Man sieht, daß die obige Reihe

bricht, wenn

A r 2N r n

gewählt wird. Im Fall der geraden Funktionen ist die Zahl A=n gerade. Für die Betrachtung der

ungeraden Entwicklung erhält man ein ungerades n. Insgesamt führt das auf die Feststellung,

n r 0, 1, 2, 3, ...

und damit auf diskrete Eigenwerte En des Hamiltonians.         

Dies liefert nach Rücksubstitution dann auch,
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(97)E s t u v n w 1x x x x x
2 y .

Die  Lösungsfunktionen von  (96)  müssen jetzt  noch  bestimmt werden. D.h.  wir  suchen

Funktionen vn, die

vz z { 2 | vz w 2n v s 0

lösen. Für jedes n muß die DGL neu gelöst werden. Als Lösungen können die Hermitpolynome

angegeben werden. Ist z.b. n=2, und nehmen wir

v } | ~ s { 2 w 4 | 2 � H2 � � �
an, so folgt direkt, aus der DGL, 

8 � 16 � 2 � 4 � � 2 � 4 � 2� � 0 � Wahr� .
Als Zusammengesetzte und rücksubstituierte Gesamtlösung � n erhalten wir, 

(98)� n � Cn Hn �������
� � � � � � � � � � � �

m�� � � � � � � �� � � �� x �� ����� Exp � � m�� � � � � � � �� � � �
2 � x2�

mit der Normierungskonstanten Cn, 

Cn � 2� n� � � �
2 � n � � � 1� � � �

2   m¡¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢£ ¤ ¥ 1¦ ¦ ¦ ¦
4
.

Abb.3.2.2.1 Eigenfunktionen des Harmonischen Oszillators

H1 § ¨ © ª 2 ¨
H2 § ¨ © ª « 2 ¬ 4 ¨ 2

H3 § ¨ © ª « 12 ¨ ¬ 8 ¨ 3

H4 § ¨ © ª 12 « 48 ¨ 2 ¬ 16 ¨ 4

H5 § ¨ © ª 120 ¨ « 160 ¨ 3 ¬ 32 ¨ 5

Abb.3.2.2.2 Ausgesuchte Hermitpolynome
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3.2.3* Erzeugende der Hermit-Polynome

Zu  Polynomsystemen wie  den Hermit-Polynomen gibt  es sog. erzeugende Funktionen, aus

denen die  Polynome gewonnen werden können.  Solche Erzeugenden ermöglichen  eine

rekursive Formulierung der Polynomsysteme und verknüpfen die Einzelpolynome miteinander.

Die Erzeugende der Hermit-Polynome lautet, 

(99)F ­ ® , h̄ ° ±
n² 0

³
Hn ´ µ ¶ hn· · · · · · · ·

n ¸ ¹ eº h2 » 2 h¼ .

Allgemein ist die Erzeugende als eine Funktion definiert, deren Potenzreihe in einer Variablen

als Koeffizienten die  Polynome der anderen Variable hat. Genau wie  die Taylorreihe. Die

Funktion erzeugt dann die  Polynome durch die  entsprechende Ableitung,  was an  einem

einfachen Beispiel ersichtlich wird,

f ´ x, y¶ ¹ a1 ´ y¶ x ½ a2 ´ y¶ x2 ½ a3 ´ y¶ x3,

den zweiten Faktor erhält man durch folgende Ableitung,¾
x
2 f ´ 0, y¶ ¹ a2 ´ y¶ ½ a3 ´ y¶ x ¹ a2 ´ y¶ .

Mit obiger Definition (99) folgt dann die Erzeugungsgleichung,

Hn ´ µ ¶ ¹ ¿ À nÁ Á Á Á Á Á Á ÁÁ Á Á Á ÁÀ hn
F Â Ã , hÄ Å

hÆ 0

Speziell  kann F für  die Hermit-Polynome auch angegeben  werden (99), und wir  erhalten die

Rekursionen für Hermitpolynome, wie z.b.

dÇ Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç
dÈ Hn É 2nHnÊ 1 Ë È Ì .

3.2.5* Minimale Energie

In Gleichung (97) ist etwas merkwürdiges zu finden. Nach dieser Formel gibt es eine von Null

verschiedene Vakuumenergie, selbst wenn der Oszillator unbesetzt ist. Diese Vakuumenergie

ist, 

E É 1Ç Ç Ç Ç Ç
2 Í Î .

Um dies näher zu verstehen, soll  nun der Einfluß der Unschärferelation betrachtet werden.

Klassisch gilt für den harmonischen Oszillator

(100)E É p2Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç ÇÇ Ç Ç Ç
2m Ï 1Ç Ç Ç Ç Ç

2
mÎ 2 x2,

und die Unbestimmtheit zwischen Ort und Impuls lautet,

(101)Ë Ð xÑ 2 Ò Ð pÑ 2 Ó Ô 2Õ Õ Õ Õ Õ Õ Õ Õ
4

.

Mit  der Substitution z2 Ö × Ø xÙ 2  kann des in  die Energiegleichung eingesetzt werden, und es

ergibt sich
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E Ú z2Û Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û
2m Ü 1Û Û Û Û Û

2
mÝ 2 Þ 2Û Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û Û Û Û

4mz2 ,

wo wir  natürlich  stillschweigend von minimaler Unschärfe  ausgehen. Nun erwarten wir  ein

Minimum der Energie des Oszillators, und dies ist bei E´=0, also

zÛ Û Û Û Û Û Û
m ß mÝ 2 Þ 2Û Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û

4z3
Ú 0 à zminimal

4 Ú m2 Ý 2 Þ 2Û Û Û Û Û Û Û Û
4

.

Oben eingesetzt,

(102)Eminimal Ú Þ ÝÛ Û Û Û Û Û Û Û Û Û
4 Ü 1Û Û Û Û Û

2
mÝ 2 Þ 2 á 2Û Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û

4mÝ Þ Ú 1Û Û Û Û Û
2 Þ Ý ,

erhalten wir  dieselbe minimale Energie wie  in  der  quantenmechanischen Betrachtung des

Oszillators. Die Vakuumenergie ist ein Effekt der Unbestimmtheitsrelation.
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§ 4 Quantendynamik im Hilbertraum
Darstellungsfreie Interpretation der Quantenmechanik

Als in der Mechanik die kinematischen Grundgleichungen für  jede der drei Raumkomponenten

aufgestellt wurden, stellte die Vektorschreibweise ein willkommen kompaktes Mittel zu Darstel-

lung abstrakterer Gesetze dar. Durch diese Schreibweise wurde es erst möglich Gesamtzusam-

menhänge aufzudecken, und zu verallgemeinern. Ähnlich ist es mit der sog. "Dirac"-Schreib-

weise in  der  Quantenmechanik, die  einen recht  kompakten Stil  in  die  bisherige Theorie

einbringt.

4.1 Hilbertraum

4.1.1 Grundlagen, Definitionen und Konventionen

Der  Hilbertraum  H  ist  ein  linearer, komplexer Vektorraum.  Er  ist  vollständig,  d.h. jede

Cauchy  Folge konvergiert. Einen Vektor aus H  kennzeichnet man mit  dem Symbol  â xã .  Wir

nennen einen solchen Vektor, "ket"-Vektor. Um ein Skalarprodukt  zu definieren benötigen wir

noch den zu H dualen Raum. In ihm liegen die "bra"-Vektoren ä y å . 
In die Klammer å  ... æ  schreiben wir  die gerade benötigte Information, meistens den Eigenwert

zu einem Operator. Seien ç a und ç b zwei Zustandsfunktionen der Zustände a,b, so gilt,

(103)è a é b ê ë ì d3 r í aî ï b

Sei  { ð vi ñ }  eine Basis von  H,  mit  i=0,1,2,... Diese Basisvektoren bilden ein  vollständiges

Orthonormalsystem.  Nach  (EF)  können  wir  einen  Zusandsvektor ò añ  dann  nach  diesen

Basisvektoren entwickeln, 

(104)
ó
a ô õ ö

i ÷ vi ø ù vi ú a û
wobei man das Einfügen der Summe eine vi  Produkts auch als "Einfügen der Eins" bezeichnet.

Die  Koeffizienten  ù vi ú a û ü ai  sind  normale  Zahlen.  Allgemein  gelten  folgende

Vollständigkeitsrelationen,

(105)

ý
i

ú vi û ù vi ú ü 1,þ
di ÿ vi � � vi ÿ � 1.

Mit  diesem Hintergrund kann man einen Projektionsoperator  definieren, der die Komponente

von 
�
a�  beschreibt,

(106)P
�
a � � � vi � � vi � a � 	 ai � vi � .
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4.1.2 Matrixdarstellungen

Wir  können durch die obigen Definitionen auch eine Matrix, bzw. Vektordarstellung von den

Hilbertraumvekoren erlangen. Zunächst nutzen wir die Ortsdarstellung, 


 � � a 
 � � a,

und bei einem Satz von �
n Ortseigenfunktionen gilt dies für alle,

(107)

�
�
������������

�
1�
2�
3

...

�
�

������������ �
�
�
������������

� �
1 � a �� �
2 � a �� �
3 � a �
...

�
 

������������ .
Umgekehrt kann auch ein beliebiger Operator als Matrix  dargestellt werden, denn mit  dem

"Einfügen der Eins" gilt,

(108)A � !
n,m

� �
n � � �

n � A � �
m � � �

m � � !
n,m

An,m " �
n � � �

m "
und An,m stellt die Eigengänge der Matrix dar, in der Form,

(109)A #
�
�
������������

� �
1 � A � �

1 � � �
1 � A � �

2 � � �
1 � A � �

3 � ...� �
2 � A � �

1 � � �
2 � A � �

2 � � �
2 � A � �

3 � ...� �
3 � A � �

1 � � �
3 � A � �

2 � � �
3 � A � �

3 � ...

... ... ... ...

�
 

������������
Jetzt läßt sich leicht die Wirkung eines Operators untersuchen, nehmen wir an es gilt,

� $ � � A � % & ,

so folgt mit (104) und (108), 

' ( & )*
104+ ,

n - n . / n 0 12
108+ ,

i, j,n

Aij . / i 0 3 / j . / n 04 5
j,n 6 n

7 8
i, j

Aij 9 : i ; 6 j

< =
i > ?

i, j

Aij @ j,

und das entspricht dem herkömmlichen Matrix-Vektorprodukt,

(110)

A
B
CCCCCCCCCCCC

=
1=
2=
3

...

D
E

FFFFFFFFFFFF >
A
B
CCCCCCCCCCCC

A11 A12 A13 ...

A21 A22 A23 ...

A31 A32 A33 ...

... ... ... ...

D
E

FFFFFFFFFFFF
A
B
CCCCCCCCCCCC

@ 1@ 2@ 3

...

D
E

FFFFFFFFFFFF
4.1.3 Unitäre Transformationen

Eine  Transformation, dargestellt durch  den  Transformationsoperator U  heißt  unitär(aka.

kanonisch), wenn gilt, 
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(111)
U G H U I 1.

Wir können einen Operator A damit unitär in einen Operator B transformieren, 

(112)B J UAU K
wobei sich diese speziellen Transformationen auszeichnen durch den folgenden 

Satz: Das Eigenwertspektrum eines Operators bleibt bei unitärer Transformation erhalten. 

Beweis:

U L M C1 N x O P Q R x ST U CU U 1 U V x W X Y U V x WT D V Z W X Y V Z W
Es gibt auch infinitesimale unitäre Transformationen der Form,

(113)U[ \ 1 ] i ^ F,

wobei im ̂  ebenfalls ein Einheitsoperator vorhanden ist, und F ein selbstadjungierter Operator

ist. U _  ist ein unitärer Operator, denn es gilt,

`
1 a i b Fc d e 1 f i g Fc h 1 f O e g 2c

4.2 Bilder der Quantenmechanik

Es  existieren verschiedene Anschauungen der  Quantenmechanik, darunter speziell  das

Schrödingerbild, welches die  zeitliche Entwicklung  des Hilbertvektors betrachtet, und das

Heisenbergbild, bei dem nur noch konstante Vektoren und vielmehr zeitabhängige Operatoren

betrachtet werden. Beide Bilder sind äquivalente Formulierungen. 

Dies bedeutet nicht (!)  daß nicht auch der Operator im Schrödingerbild eine Zeitabhängigkeit

aufweist.

4.2.1 Schrödinger Bild

Im sog. Schrödinger Bild betrachten wir die Dynamik  eines zeitabhängigen Hilbertvektors, für

den die Schrödingergleichung gilt,

(114)i i j t k a l m H k a l ,

von deren Form wir  in  die Ortsdarstellung gelangen, indem wir  mit  den Ortseigenfunktionen

multiplizieren,

(115)
i n j t o r k a l m o r p H q r , pr p a l

m ? H s r , p t uv v v v v
i w x y r z a {

Der Beweis von (115) folgt später in 4.2.4 
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4.2.2 Zeitentwicklungsoperator

Nach (40) können wir die zeitliche Entwicklung abspalten, so daß gilt,

(116)
| a, t } ~ e� i� � � �� � t � t0 � � � a, t0 �� T � t, t0� � a, t0 � ,

was auch bereits den Zeitentwicklungsoperator definiert. Wichtig ist hierbei daß dies nur gilt,

wenn der �  nicht zeitabhängig ist. T � t, t0�  besitzt noch folgende Bedingungen,

(117)T � t, t� � 1 ; � T � t, t0� � � 1 � T � t0, t�
sowie die Taylorentwicklung,

T � t � � , t� � 1 � � � T� � � � � � � � � � 
t ¡

t

,

mit ¢ T£ £ £ £ £ £ £ £ £ £¢ t ¡
t ¤ ¥

i¦ ¦ ¦ ¦ ¦§ ¨ .

Dies ist offensichtlich identisch mit einer infinitesimalen unitären Transformation, 

(118)T © 1 ª i «¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬§ ¨ ­ 1 ® i « F

mit der man die Dynamik im Hilbertraum darstellungsunabhängig formulieren kann,

¯ a, t ° ­ T ± t ® « , t² ¯ a, t °
³ ´ a, t µ ¶ · ¸ ´ a, t µ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹¸ t

¶ ... º » 1 ¼ i ½¾ ¾ ¾ ¾ ¾ ¾¿ À Á ...Â Ã a, t Ä
(119)Å Æ Ã a, t ÄÇ Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç ÇÇ Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç ÇÆ t È É iÇ Ç Ç Ç ÇÊ Ë Ã a, t Ä

was wiederum auf die Schrödingergleichung führt.       

Nun soll gezeigt werden, daß der Zeitentwicklungsoperator unitär ist,

T Ì 1 Í t, t0Î È T Í t0, tÎ È T Ï Ð t, t0Ñ
4.2.3 Translationsoperator

Ähnlich dem Zeitentwicklungsoperator wirkt nun der Translationsoperator auf den Vektor, 

(120)T Ò aÓ Ô q Õ Ö Ô q × a Õ
wobei die Ô q> und Ô q+a> Eigenvektoren eines (zugehörigen) Operators Q sind. Damit sind diese

Vektoren auch normiert,

(121)Ø q Ù a Ú q Ù a Û Ü Ø q Ú q Û Ü 1.

Weiterhin kann gezeigt werden, daß zwei Translationen miteinander vertauschen,
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(122)
T Ý a1Þ T Ý a2Þ ß T Ý a1 à a2Þ ß T Ý a2Þ T Ý a1Þ .

Daraus folgt direkt,

dT Ý a1Þá á á á á á á á á á á á á á á áá á á á á á á
da1

T Ý a2Þ ß dT Ý a2Þá á á á á á á á á á á á á á á áá á á á á á á
da2

T Ý a1 Þ ,
â dT ã a1äå å å å å å å å å å å å å å å åå å å å å å å

da1
T æ 1 ã a1ä ç iK ,

wobei K speziell nicht von a abhängt. Allgemein ergibt sich dann für T ã a1 ä , 
T ã a1ä è eiaK,

was wiederum mit der infinitesimalen Transformation

(123)Tda è T ã daä è 1 é i daK.

Hier gelten folgende Eigenschaften,

Tdaq ê q ë è q ê q é da ëì qTda ê q ë è ã q é daä ê q é da ëì Tdaq í qTda è idaKq í q idaK è q í ã q é daä è í da,

(124)â i î q, K ï è 1

(125)î p, K ï è 0

Und aus (123) und (124) ergibt sich durch Vergleich,

î q, pï è i ð ñò
123ó ô 124ó

K õ ö p÷ ÷ ÷ ÷ ÷ø
(126)ù Tda õ 1 ö i÷ ÷ ÷ ÷ ÷ø dap

womit wir einen Ausdruck für Tda gefunden haben.      

4.2.4 Umkehrung im Matrixelement

Die weiter oben angeführte Behauptung soll nun gezeigt werden, 

(127)ú r û H û q ü õ ? H ý q, p õ ø÷ ÷ ÷ ÷ ÷
i þ ÿ � r � q � .

Dazu betrachten wir folgende Rechnung,

d� � � � � � � �
da � q � � lim

dq� 0

� q � dq � 	 � q �
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

dq

�
� lim

dq� 0

1
 
 
 
 
 
 
 
 

dq

� 

q � Tdq � � 


q � � ,
��

126� i� � � � �� � q � p ,

(128)
� � q � p � �� � � � �

i
d� � � � � � � � �
dq

� q � .
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Dies zeigt, daß man gerade die Wirkung von p vor den Bra <q�  ziehen darf. Was auch die obige

Behauptung (127) zeigt. Speziell gilt bei mehrfachem Ableiten,

(129)� q � qm pn � qm � �� � � � �
i  q! n � q � .

4.2.5 Heisenberg Bild

Wie bereits weiter oben beschrieben ist in dieser Anschauung der Operator zeitabhängig. Man

gelangt vom Schrödingerbild zum Heisenbergbild, indem man eine unitäre  Transformation

mittels Zeitentwicklungsoperator anwendet,

(130)A
" " " #

t$ % T
#
t0, t$ A T

#
t, t0$ ,

das einer unitären Transformation entspricht, weil  T & 1 % T '  oben bereits gezeigt wurde. Wir

erhalten allgemein die zeitliche Entwicklung des Operators durch, 

(131)
dt A

" " " #
t$ % ( t T

#
t0, t$ A T

#
t, t0$ ) T

#
t0, t$ ( t A T

#
t, t0 $) T

#
t0, t$ A ( t T

#
t, t0$

( t T
#
t0, t$ A T

#
t, t0$ %*

116+ i, , , , ,- T
#
t0, t$ H

T
#
t0, t$ A ( t T

#
t, t0$ %*

116+ . i, , , , ,- HT
#
t, t0$

Der  Term  T
#
t0, t$ ( t A T

#
t, t0 $  erfaßt  den  Anteil  von  A  der  bereits im  Schrödingerbild

zeitabhängig war.  Aus (131) folgt schließlich die "Bewegungsgleichung des Operators",

(132)i
- dA

" " ", , , , , , , ,, , , ,
dt

% / A" " "
, H

" " " 0 ) i
- ( A, , , , , , , ,, , ,( t

" " " " " " "
4.2.6 Wechselwirkungsbild

Im WW-Bild spaltet man den Hamiltonian H auf in die Anteile,

H % H0 ) V

und definiert den Zeitentwicklungsoperator als

T
#
t, t0$ % e& i1 1 1 12 3 t 4 t0 5 H0

4.3 Klassische Mechanik  und die Quantisierungsvorschriften

4.3.1 Wiederholung aus der klassischen Mechanik

In  der  klassischen Mechanik entsprachen den unitären  Transformationen die  kanonischen

Transformationen. Für  viele Transformationen gibt es keine Hamiltonfunktion K(Q,P,t) mehr,

die im neuen Variablensatz die kanonischen Gleichungen,

(133)qi
. 6 7 H8 8 8 8 8 8 8 88 8 87 pi

; pi
. 6 9 7 H8 8 8 8 8 8 8 88 8 87 qi
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(134)
Qi

. : ; K< < < < < < < << < <; Pi
; Pi

. : = ; K< < < < < < < << < < < <; Qi

erfüllt.  Eine invertierbare Transformation heißt  "kananoid", wenn sich für  eine bestimmte

Funktion H ein solches K  finden läßt. Sie heißt "kanonisch im weiteren Sinne", wenn sich für

alle Funktionen H eine Funktion K im neuen Variablensatz finden läßt.

Aus  der  klassischen Mechanik  sind  weiterhin  die  Erzeugenden der  kanonischen

Transformationen bekannt, ein Satz von F-Funktionen, die sich z.b. wie folgt darstellen,

F2 > q, P? :
qP @ A G > q, P?

dann findet man die weiteren Variablen,

Q
: ; PF2 und p

: ; qF2,

p
:

P @ A ; q G und Q
:

q @ A ; PG B
PC p

Mit der Poission-Klammer, allgemein bezogen auf q,p,

(135)
D
A, BE F G

i

H
AI I I I I I I II I IH
qi

H
BI I I I I I I II I IH
pi J H

AI I I I I I I II I IH
pi

H
BI I I I I I I II I IH
qi

.

Daraus werden die Transformationsgleichung umformuliert zu,

(136)Q K q L M N q, GO ; P K p L M N p, GO
(137)K P Q, PQ K H P Q, PQ L M N G, HO .

4.3.2 Übergang zur Quantenmechanik

Die unitären Transformationen in der QM äußern sich gemäß,

(138)Q K UqUR undP K UpUR ,

wobei man wieder eine infinitesimale Betrachtung anstellen kann,

(139)U K 1 L i MI I I I I IS G,

mit einem selbstadjungierten Operator G. 

(140)Q K T 1 L i MI I I I I IS GU q T 1 J i MI I I I I IS GU K q L MI I I I I I I
i

S V q, GW L O P M 2Q
(141)P K T 1 L i MI I I I I IS GU p T 1 J i MI I I I I IS GU K p L MI I I I I I I

i
S V p, GW L O P M 2Q

Bereits an diesen beiden Formulierungen sieht man eine Verwandschaft zur Poissiondarstellung

(136). D.h. die Operatoren X ,Y ,   die den klassischen Größen A,B  entsprechen, erfüllen  die

Vertauschungsrelation,

(142)
Z [

, Y \ ] i ^ _ A, B̀ Operator
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4.3.2 Quantisierungspostulate

Aus dem Ehrenfesttheorem, bzw. aus der Heisenberggleichung lassen sich schließlich ebenfalls

die Kommutatorrelationen herleiten.

i a b t c A d e c f A, Hg d h i a c b t A d
dAi i i i i i i i i i
dt

e f A, Hgi i i i i i i ii i i i i i i ii i i i
i a h b Ai i i i i i i ii i ib t

(143)
j d c x di i i i i i i i i i i i i i i ii i i i i i i

dt
e c xH k Hx di i i i i i i i i i i i i i i ii i i i i i i i i i i i i i i ii i i i i i i i

i a el
133m b Hi i i i i i i ii i i ib px

Nimmt man nun statt des Operators H z.b. den Impulsoperator, ergibt (143) entsprechend die

Kommutatorrelationen,

(144)f x, px g e i a , f x, xg e 0, f pi, pj g e 0.

Allgemein gilt der Übergang zur Quantenmechanik durch,

(145)limn o
0 p q G, Fr st t t t t t t t t t t t t t t tt t t t t t t tt t t t t t t t t

i u v w G, Fx .
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§ 5 Anwendungen II
Harmonischer Oszillator und Drehimpulse

5.1 Harmonischer Oszillator mit Leiteroperatoren

Wir  betrachten erneut den  Harmonischen Oszillator,  und  werden diesen nun  mit  neu

gewonnener Theorie diskutieren.

(146)H y p2z z z z z z z zz z z z
2m { 1| | | | |

2
m} 2 q2

5.1.1 Definition von Leiteroperatoren

Wir können nun zwei nicht-hermitesche Operatoren a und a~  definieren, so daß gilt,

(147)a � � � � � � � � � � � � �m�� � � � � � � �� � � �
2 � � q � i

p� � � � � � � �� � � �
m� � a� � � � � � � � � � � � � �m�� � � � � � � �� � � �

2 � � q � i
p� � � � � � � �� � � �

m� � .
Setzt man diese wieder in den Hamiltonian ein, so erhält man,

(148)H � � � � a� a � 1� � � � �
2 �

und die Vertauschungsrelation,

(149)
�
a, a� �   1

kann durch einsetzen der Definition gezeigt werden.       

Wir wollen nun das folgende Eigenwertproblem betrachten,

(150)a� a ¡ ¢ n £ ¤ ¥ n ¦ § n ¨ .©   Der Operator aª a ist positiv definit, denn es gilt,« ¬
n ­ a® a ­ ¯ n ° ± ² n ³ ¯ n ­ ¯ n ° ± ³ a ¯ n ­ a ¯ n °´ µ

n ¶ · a ¸ n ¹ a ¸ n º» » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » » »» » » » » » » »» » » » »· ¸ n ¹ ¸ n º º 0.¼   Sei ¹ ¸ n º  Eigenfunktion von a½ a, so ist a½ ¹ ¸ n º  auch Eigenfunktion.

a½ a ¹ ¸ n º ¶ µ
n ¹ ¸ n º¾

a¿ aÀ aÁ Â Ã n Ä Å aÁ Æ aaÁ À Â Ã n ÄÅ aÁ Æ aÁ a Ç 1À Â Ã n Ä Å aÁ Æ È n Ç 1À Â Ã n Ä .É   Entsprechend gilt für a Â Ã n Ä :

Æ aÁ aÀ a Â Ã n Ä Å Æ aÁ a Ê 1À a Â Ã n ÄÅ Æ È n Ê 1À a Â Ã n Ä
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aË a Ì Í n Î Ï Ð 0 Ì Í n Î Ñ a Ì Í n Î Ï 0

(151)Ð n Ï n aË a Ì Í n Î Ï n Ì Í n Î
Daraus ergeben sich letzlich sämtliche Eigenvektoren, 

(152)Ì Í n Î Ï Ò n Ó aÔ Õ n Ö ×
0 Ø

wobei die Ò n Normierungsfaktoren sind, die im folgenden bestimmt werden,

(153)Ù ×
0

Ö ×
0 Ø Ú 1 Ú Û Ü Ý 2, Þ ß n Ý 2 à n

(154)

á â
nã 1 ä å æ nã 1 ç aè é nã 1 ê ë

0 ìê ë
n ì í î n ï að ñ n ê ë

0 ì
(155)

ò ó ë
n ì í î nô ô ô ô ô ô ô ôô ô ô ô ô ôî nõ 1

að ó ë
nõ 1 ìö ë

n ÷ 2 í ø ù nú ú ú ú ú ú ú úú ú ú ú ú úù nû 1
aü ý nû 1 þ 2

(156)ÿ � � n � 2� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �� �
n� 1 � 2 � a	 
 n� 1 � a
 � n� 1 �� � � n � 2� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �� � n� 1 � 2 � � n� 1 � aa� � � n� 1 � � � � n � 2� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �� � n� 1 � 2 n � � n� 1 � � n� 1 �� 1� � � � 2  1! ! ! ! !

n
� an" 1

� 2
(157)

� � � 2  1! ! ! ! ! ! ! !
n # $ %

n & 1' ' ' ' ' ' ' '' ' ' ' ' ' ' '( ) ) ) ) ) )
n *

(158)
+ , -

n . / 10 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 01 ) ) ) ) ) )
n * 2

a3 4 n 5 6
0 7

5.1.2 Die schnelle Lösung des harmonischen Oszillators

In Ortsdarstellung würde schließlich gelten,

a 8 9 : : : : : : : : : : :
m;< < < < < < < << < < <
2 = > x ? i@ @ @ @ @ @ @ @@ @ @ @

mA B@ @ @ @ @
i

d@ @ @ @ @ @ @ @ @
dx C ,

und um Schreibarbeit zu sparen schreiben wir   x  = x D E E E E E E E E EmFG G G G G G G G GH ,  womit die Leiteroperatoren sich

vereinfacht darstellen als,

a I 1J J J J J J J JJ J J J JK L L L L
2 M x N dJ J J J J J J J J

dx O , aP I 1J J J J J J J JJ J J J JK L L L L
2 M x Q dR R R R R R R R R

dx S
Grundzustand ist dann T 0= U x V 0W , und muß die Differentialgleichung,

(159)aX 0 Y 0 Z [ x \ d] ] ] ] ] ] ] ] ]
dx ^ X 0 Y 0

erfüllen, deren Lösung wiederum durch 
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_
0 ` 1a a a a a a a aa a a ab 1c 4 exp deff g x2h h h h h h h h

2 ij kk ,
gegeben ist, und mit (158) folgt als Lösung für l n ,m

n n 1o o o o o o o oo o o o
n1p 2 qrsss 1t t t t t t t tt t t t tu v v v v

2 wx yyy n z
x { d| | | | | | | | |

dx } n 1~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~� 1� 4 e� x2 � 2.

Rechnet man diesen mittleren Term explizit aus, und nutzt man die Beziehung,

(160)Hn � ex2 � 2 � x � dx � e� x2 � 2,

so erhalten wir  dasselbe Ergebnis wie  bereits bei der ersten Betrachtung des harmonischen

Oszillators,

(161)
�

n � 1� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � �� 1� 4 � � � � � � � � � � � �2n n � Exp ���� � x2� � � � � � � �� � � � �
2 �� �� Hn.

5.2 Drehimpulse

Die Betrachtung von Drehimpulsen ist daher so wichtig, da mit  ihnen sämtliche rotierenden

Systeme, also nicht Bahndrehimpuls, sondern auch Spin und Gesamtdrehimpuls quantisiert

werden können.

5.2.1 Drehimpulsoperator

Der  Drehimpulsoperator wird  wie  der  klassische Drehimpuls, aus dem Kreuzprodukt von

Ortsvektor und Impuls gebildet.

(162)L� � r� � p�
Setzt man die Definition von r�  und p�  ein, so folgt,

(163)L� � �� � � � �
i

r�   ¡
(164)¢ Lx £ ¤¥ ¥ ¥ ¥ ¥

i ¦ y § z ¨ z § y©
(165)ª L2 « Lx

2 ¬ Ly
2 ¬ Lz

2

Mit  einer längeren Rechnung läßt  sich zeigen, daß der Kommutator der Einzelkomponenten

nicht verschwindet, 

(166)
­
Lx, Ly ® ¯ i ° Lz zykl.

Man kann also nicht die x  und y-Komponente des Drehimpulses gleichzeitig scharf messen.

Daher sind zwei Drehimpulskomponenten schlechte Operatoren für die spätere Quantelung.

Anders ist das für den L2 Operator, der mit allen Komponenten vertauscht,
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±
L2, Li ² ³ ´ L1

2 µ L2
2 µ L3

2 ¶ Li · Li ´ L1
2 µ L2

2 µ L3
2¶³ L2

±
L2, L1² µ ±

L2, L1² L2
µ L3

±
L3, L1² µ ±

L3, L1² L3 ³ 0

Man muß hierbei die zyklische Vertauschung beachten, die bei antizyklischen Tauschen ein

Minus liefert.

5.2.2 Infinitesimaler Drehoperator

Der infinitesimale Drehoperator ist der Erzeugende von Drehungen.

Es ist  bereits bekannt, daß man jeden Operator auch infinitesimal angeben kann, z.b. den

Verschiebungsoperator durch, 

T ´ ¸ ¹ º 1 » i ¸ p¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼ ¼ ¼ ¼½ .

Analog können wir  den Drehimpulsoperator infinitesimal ausdrücken, wobei wir  zunächst nur

eine Drehung um die x-Achse betrachten wollen. 

(167)

¾¿ÀÀÀÀÀÀÀ x´

y´

z´ ÁÂ ÃÃÃÃÃÃÃ º ¾¿ÀÀÀÀÀÀÀ 1 0 0

0 cosÄ Å sinÄ
0 sinÄ cosÄ ÆÇ ÈÈÈÈÈÈÈ

ÉÊËËËËËËË x

y

z ÆÇ ÈÈÈÈÈÈÈÌÍ Î Ï istsehrklein

infinitesimal Ð Ñ Ò ÓÔÕÕÕÕÕÕÕ 1 0 0

0 1 Ö ×
0 × 1 ØÙ ÚÚÚÚÚÚÚ

ÓÔÕÕÕÕÕÕÕ x

y

z ØÙ ÚÚÚÚÚÚÚ .

Dies wäre bereits die Matrixschreibweise des inf.  Drehoperators, wir  können jedoch auch von

der anderen Seite her wie folgt argumentieren, 

f Û r´ Ü Ý f Û x, y Ö Þ z, Þ y ß zàá â 1 ã Þ z ä y ß Þ y ä zå f æ r à
Die x-Komponente des Drehimpulses l=r×p ist aber gerade,

(168)lx á çè è è è è
i

æ y ä x ã z ä y à ,

und daher schreibt man infinitesimal,

(169)Rx æ Þ à á 1 ß i Þè è è è è èç lx á ei é lxê ê ê ê ê êë .

5.2.3 Vertauschungrelationen für Drehimpulse über das Korrespondenzprinzip

Auch über das Korrespondenzprinzip lassen sich die Vertauschungsrelationen finden, indem

man den inf. Drehoperator verwendet.

(170)Hì n í En ì nî ï 1 ð i ñò ò ò ò ò òó lx ô H õ En
ï 1 ð i ñò ò ò ò ò òó lx ô ö nî ÷ H, lx ø õ 0
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In der klassischen Mechanik kann der Drehimpuls mit der Poissonklammer geschrieben werden

als, ù
lx, ly ú û ü ypz ý zpy, zpx ý xpz þ ÿ pz � 0 � x py � ypz � lz

und wegen (143) gilt dann für den qm. Kommutator,

(171)
�
lx, ly � � i � lz � zykl.	

(172)l2 
 lx
2 � ly

2 � lz
2,

(173)
�
li, l2 
 
 0 � i

5.2.4 Legendre Polynome als Lösung des Eigenwertproblems des Laplace 
Operators

Da  sich  bei  Drehbewegungen generell empfiehlt  in  angepaßten  Koordinaten zu  rechnen,

werden nun Kugelkoordinaten benutzt.

x � r sin � cos� ; y � r sin� sin� ; z � r cos�
r2 � x2 � y2 � z2 ; cos� � z� � � � �

r
; tan� � y� � � � �

x
"Transformationsregelnfür Kugelkoordinaten"

Auch  die  Differentialoperatoren müssen entsprechend umgeschrieben werden. Für  die  z-

Komponente des Drehimpulses ergibt sich in Kugelkoordinaten, 

(174)Lz � � i � �� � � � � � � � � �� � .

Die Eigenwertgleichung lautet,

Lz � � � Lz  
(175)! " i # $% % % % % % % % % %$ & ' ( ) Lz

'
eine Differentialgleichung, die von Funktionen der Form, 

(176)' m ( 1% % % % % % % %% % % % % % % % % %* + + + + + + +
2 , eim-

eingesetzt in (58) erhält man, . m/ / / / / / / // / / / / / / / / /0 1 1 1 1 1 1 1
2 2 eim- 3 4 1/ / / / / / / // / / / / / / / / /0 1 1 1 1 1 1 1

2 2 eim- 5 6
Lz 7 8 m

Der L2-Operator in Kugelkoordinaten lautet,

(177)L2 7 –8 2 9 1: : : : : : : :: : : : : :
sin; <: : : : : : : : : :< ; =

sin> ?@ @ @ @ @ @ @ @ @ @? > A B 1C C C C C C C CC C C C C C C C C C
sin2 D E 2C C C C C C C CC C C C CE F 2 G .
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H
...I Y J K , L M N O P L2 Y J K , L M

Als Ansatz dient ein Separationsansatz

(178)Y J K , L M N Q R S T U V W XY Z
cos[ F \ Y ] Z ^ \ [ ]

Die Lösung für _ (̀ ) ist bereits oben bekannt gewesen,_ \ ` ] a
eimb

Mit  diesen Substitutionen kann das Problem schließlich  auf  die  Form  der  Legendresche

Differentialgleichung gebracht werden.

(179)
dc c c c c c c c c
dd e f 1 g h 2i j Fk k k k k k k k k kj h l m m2n n n n n n n nn n n n n n n n n n n

1 m o 2
F p q F r 0

Als Lösung dieser DGL sind in die Legendre Polynome bekannt, 

(180)Pl
m s o t r s m 1t mn n n n n n n nn n n n n n n n n n n

2l l u v 1 w x 2y mz 2 dl { m| | | | | | | || | | | | | | | |
dxl { m } ~ 2 � 1� l

.

Berücksichtigt man die Substitution (178), dann erhält  man als Gesamtlösung (ein assoziertes

Legendre Polynom), 

(181)Ylm } � , � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2 l � 1� � � � � � � �� � � � � � � �� � �
4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

l � n� �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � ��
l � n� � Pl

m �
cos� � eim�

5.2.5 Leiteroperatoren für Drehimpulse

Da wir nun diesselbe Methode wie beim Harmonischen Oszillator anwenden wollen, definieren

wir (wie bereits oben) die Leiteroperatoren für den Drehimpuls,

(182)l � � lx � i ly,

deren Vertauschungsrelationen, 

(183)
�
l � , lz� � � � l � sowie � l � , l � � � 2 � lz,

lauten. Wir schreiben lz und l2 wieder in Kugelkoordinaten, 

(184)lz �   i � ¡¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢¡ £ ,

(185)l2 �   � 2 ¤¥¦¦ 1§ § § § § § § §§ § § § § §
sin̈ ©§ § § § § § § § § §© ¨ ª sin̈ ©§ § § § § § § § § §© ¨ « ¬ 1§ § § § § § § §§ § § § § § § § § §

sin2 ¨ © 2§ § § § § § § §§ § § § §© ­ 2 ®¯ °° ,
und da lz  und l2  vertauschen, besitzen sie ein  gemeinsames Eigenfunktionensystem. Diese

Eigenfunktionen haben wir  in (181) Ylm  genannt, und für sie gelten die Eigenwertgleichungen.
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Dennoch sind die Ylm noch nicht korrekt mit den Eigenwerten ± Lz
und ± L2  verknüpft. Abkürzend

schreiben wir allgemein I=l/ ² ,

(186)
I2 ³ ´ , m µ ¶ · ¸ · , m ¹
Iz ¸ · , m ¹ ¶ m ¸ · , m ¹

wobei wir von normierten Eigenzuständen, 

(187)º » , m ¼ » , m ½ ¾ 1

ausgehen. Es gilt weiterhin, da Ix undI y selbstadjungiert,º » , m ¼ Ix
2 ¿ Iy

2 À Á , m Â Ã 0,Ä Å Æ , m Ç I2 È Iz
2 É Ê , m Ë Ì 0,Í Ê È m2 Ì 0 ,

(188)m2 Î Ï .

Das Vorgehen ist nun ähnlich wie beim harmonischen Oszillator. Zunächst wird gezeigt, daß

I Ð Ñ Ò mÓ  auch eine Eigenfunktion ist,

(189)I2 I Ô Õ Ö , m × Ø I Ô I2 Õ Ö , m × Ø Ö I Ô Õ Ö , m × .

(190)Iz I Ô Õ Ö , m × Ø Ù I Ú Iz Û I Ü ÝÞ ß lz,lx à ily á â ã ä l å æ ç , m è
(191)é ê m ë 1ì I í æ ç , m è ,

somit ist mit æ ç ,mî  auch I í æ ç ,mî  Eigenfunktion zum Eigenwert (m±1).

In unserer Notation heißt das, mit dem Normiergungsfaktor cí
(192)cí æ ç , m è é I í æ ç , m è

Denn wir wissen noch nicht, wie die resultierenden Vektoren normiert sind.

I ï ð Ix ñ iI y

I ï ò ó Ix ô iI y ó I òõ
cö õ 2 ÷ ø ù , m ú I û I ö ú ù , m ü÷ ø ù , m ú I2 ý Iz

2 þ Iz ú ù , m ü ÷ ù ý m2 þ m

(193)ÿ � c� � 2 � � � m2 � m

I � � � , mmax � � 	 0

(194)
 � c� � 2 
 � � mmax
2 � mmax


 0

I � � � , mmin � 
 	 0

(195)
 � c� � 2 
 � � mmin
2 � mmin


 0

über 0 gleichsetzen, 
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mmax � mmax � 1� � mmin � mmin � 1�
(196)

� � mmax � mmin�� � 0

�
mmax � min � 1�� 0

 0

! mmax " mmin
 0 # mmax

 $ mmin % j

Dies führt zu einer Änderung der Notation, da j  die entscheinde Größe darstellt, und nicht & ,

aus (195) folgt damit sofort,

(197)& ' j ( j ) 1* ,
(198)m ' + j, + j ) 1, ..., 0, ..., j + 1, j.

Hier nun noch einige Beispiele,

I , - j, j . ' 0,

I / - j, j . ' c/ - j, j + 1 . ,

neue Eigenzustände werden also durch jeweiliges Anwenden von I ,  und I /  gefunden.
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§ 6 Basismodell des Wasserstoffatoms
Das  Wasserstoffatom ist  der  Prototyp eines quantenmechanischen Systems. Als  eines der

wenigen exakt lösbaren Probleme wird eine Lösungsmethode angewendet, die exemplarisch für

spätere Systeme ist.

6.1 Das Wasserstoffatom ohne Spin des Elektrons

In den nächsten Abschnitten wird das Wasserstoffatom vollständig gelöst. Die Rechnung dazu

ist ebenfalls vollständig (im Gegensatz zu vielen Büchern ...), was in diesem Fall auf Kosten der

Übersichtlichkeit und Kompaktheit geht. Um dennoch einen einfachen Zugang zu gewährleis-

ten wird einmal mehr zwischen den einzeln Hauptteilen der Herleitung farblich unterschieden.

6.1.1 Zusammenfassung bisheriger Ergebnisse

Zunächst  werden  einige  Ergebnisse  aus  vorherigen  Abschnitten  wiederholt.  Dem

Wasserstoffatom liegt daß Coulombpotential zugrunde,

(199)V 0 r 1 2 3 e24 4 4 4 4 4 4 4
r

,

welches zusammen mit der kinetischen den Hamiltonian der Schrödingergleichung bildet,

(200)H5 6 E5 6 7 8 9 2: : : : : : : :: : : :
2m ; 2 < V = r > ? @ .

Da wir eine kugelsymmetrie vorliegen haben macht es Sinn in den Kugelkoordinaten  r,A ,B  zu

rechnen, in denen der Laplace-Operator C 2

(201)C 2 D 1E E E E E E E
r2

FG G G G G G G G GF
r

r2
FG G G G G G G G GF
r H 1G G G G G G G GG G G G G G G

r2 I 2 L2

lautet und sich durch L2 darstellen läßt,

(202)L2 J H I 2 K 1L L L L L L L LL L L L L L
sinM NL L L L L L L L L LN M sinM NL L L L L L L L L LN M O 1L L L L L L L LL L L L L L L L L L

sin2 P N 2L L L L L L L LL L L L LN P 2 Q .
Aus den Betrachtungen des Drehimpulses übernehmen wir

(203)L2 Ylm R S 2 T l T l U sV V Ylm

sowie,

(204)Lz Ylm R S m Ylm

denn  wir  wissen bereits das Lz  und  L2  die  gleichen Eigenfunktionen besitzen, da  sie

vertauschen. Man sieht nun an der Struktur des Hamiltonians, daß diese Ergebnis wichtig für

die Lösung der Schrödinger Gleichung sind.
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6.1.2 Separationsansatz 

Alle  nun folgenden Schritte werden farblich gekennzeichnet, um die verschiedenen Abschnitte

die zur Herleitung der Lösungen des Wasserstoffatoms führen hervorzuheben.

Der vollständige Ansatz lautet zunächst, W X Y 2Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z Z Z
2m [ 1Z Z Z Z Z Z Z

r2

\Z Z Z Z Z Z Z Z Z\
r

r2
\Z Z Z Z Z Z Z Z Z\
r

X 1Z Z Z Z Z Z Z
r2

]^__ 1` ` ` ` ` ` ` `` ` ` ` ` `
sina b` ` ` ` ` ` ` ` ` `b a sina b` ` ` ` ` ` ` ` ` `b a c 1` ` ` ` ` ` ` `` ` ` ` ` ` ` ` ` `

sin2 d b 2` ` ` ` ` ` ` `` ` ` ` `b d 2

ef gg h
i V j r k l m n o En

der durch einen Separationsansatz vereinfacht wird,

(205)n o n p r, q , r s o t R p r s Y p q , r s ,
zu dem fertig aussortierten Ausdruck,

1u u u u u u u
Y

vu u u u u u u uu u u u
2m

wxyy 1u u u u u u u uu u u u u u
sinq zu u u u u u u u u uz q sinq zu u u u u u u u u uz q { 1u u u u u u u uu u u u u u u u u u

sin2 r z 2u u u u u u u uu u u u uz r 2

|} ~~
Y p q , r s

o 1u u u u u u
R

wxyy � v 2u u u u u u u uu u u u
2m � 1u u u u u u u

r2

zu u u u u u u u uz
r

r2
zu u u u u u u u uz
r � { V p r s r2

�
E r2

|} ~~
R p r s

o t Const.,

da beide Seiten von verschiedenen Variablen abhängig sind.    

Der erste Teilterm ergibt die bekannte Struktur des Drehimpulses,

(206)

vu u u u u u u uu u u u
2m

wxyy 1u u u u u u u uu u u u u u
sinq zu u u u u u u u u uz q sinq zu u u u u u u u u uz q { 1u u u u u u u uu u u u u u u u u u

sin2 r z 2u u u u u u u uu u u u uz r 2

|} ~~
Y p q , r s o � Y � � , � �

und ein Vergleich mit (203) zeigt dann, daß für �  gelten muß

(207)� � � � 2� � � � � � � �� � � � �
2m

l � l � 1�
womit diese Seite der Separation gelöst ist. 

Die Lösung des ersten Teilterms wird nun in den vollständigen Ansatz zurückeingesetzt. 

(208)
� � � 2� � � � � � � �� � � � �

2m

���� d2� � � � � � � � � � �
dr2

� 2� � � � �
r

d� � � � � � � �
dr

�� ��dieserTermstört �
� 1� � � � � �

r2 �� � � � � �� r r2 �� � � � � �� r

� � 2 l � l � 1�� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � �
2mr2� � � V   r ¡ ¢ R   r ¡ £ E R   r ¡

Diese Form ist  nicht sofort lösbar, was an dem Ableitungsterm von r  liegt. Daher wird  ein

weiterer Separationsansatz zwingend notwendig, 

(209)R   r ¡ £ u   r ¡¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤¤ ¤ ¤ ¤ ¤
r

,

welcher dann den schwierigen Term vereinfacht zu,
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(210)
¥¦§§ d2¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

dr2 © 2¨ ¨ ¨ ¨ ¨
r

d¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
dr

ª« ¬¬ u ­ r®¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ ¨ ¨ ¨ ¨
r ¯ 1¨ ¨ ¨ ¨ ¨

r
d2 u¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ ¨ ¨ ¨ ¨
dr2

,

und in der DGL (208),

(211)
° ± ² 2¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ ¨ ¨ ¨ ¨

2m
d2¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
dr2 © Veff ­ r ® ³ u ­ r ® ¯ E u ­ r ®

ergibt. Dabei ist das effektive Potential durch 

(212)Veff ­ r ® ¯ ² 2¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨¨ ¨ ¨ ¨
2m

l ­ l © 1® 1¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
r2

± e2¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
r´ V µ r¶

gegeben.

Wir  können daran folgende Eigenschaften des Hamiltonians erkennen, er  ist  nach unten

beschränkt,  und  nach oben unbeschränkt.  Damit  erhalten wir  in  der  Potentailmulde ein

diskretes Spektrum von Eigenzuständen, und darüber eine kontinuierliche Verteilung. 

6.1.3 Asymptotisches Verhalten

Desweiteren macht es Sinn sich daß asymptotische Verhalten der Funktion u(r)  näher  zu

betrachten.

Nah dem Kern, also für r · 0 kann sowohl die Energie, Ȩ 0, als auch der Coulombanteil - 1¹ ¹ ¹ ¹
r  im

effektiven Potential vernachlässigt werden,

(213)
º»¼¼ ½ ¾ 2¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿

2m
d2À À À À À À À À À À À
dr2 Á Â 2 l Ã l Ä 1ÅÆ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ ÆÆ Æ Æ Æ Æ Æ Æ ÆÆ Æ Æ Æ Æ Æ

2m r2

ÇÈ ÉÉ
u Ê r Ë Ì 0

(214)
Í u Î r Ï Ð Ar l Ñ 1 Ò B r Ó lÔ 0 für r Õ 0

In weiterer Entfernung, also für r Ö ×  gilt vielmehr,

(215)
Ø Ù 2Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ÚÚ Ú Ú Ú Ú
2m

d2Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú
dr2

u Û E u,

da das effektive Potential irgendwann zu gering wird. Die Lösung verhält sich dann wie, 

(216)u Ü r Ý Û ceÞ ß x,
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wobei

à á â ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã ã2mä ä ä ä ä ä ä ää ä ä äå
2 æ ç Eè ,

und wir erhalten ein diskretes Spektrum für E<0.

Diese beiden Vorbetrachtungen haben gezeigt, daß sich u(r) insgesamt als 

(217)u æ r è é w æ r è eê ë r rl ì 1,

darstellen läßt.  Man nimmt dabei einen Potenzreihenansatz für  w(r)  an, der wieder mit  der

bekannten Abbruchsbedingung gelöst werden kann,

(218)w æ r è é í ak rk.

6.1.4 Energieeigenwerte

Es werden nun zwei weitere Methoden angewendet die zu einer Vereinfachung führen, einmal

werden die Variablen über Substitutionen dimensionslos definiert, und zum anderen schreibt

man die DGL auf obiges w(r) um.

(219)î ï ð r ;
Vñ ñ ñ ñ ñ ñ ñ ññ ñ ñ ñ ñ ñ ñò
E

ò ó ô 0õ õ õ õ õ õ õ õ õô ; ô 0 ö e2 ÷õ õ õ õ õ õ õ õõ õ õ õ õ õ õò
E

ò
Mit diesen Ersetzungen lautet die DGL schließlich,

(220)
ø d2ù ù ù ù ù ù ù ùù ù ù ù
dú 2 û l ü l ý 1þù ù ù ù ù ù ù ù ù ù ù ù ù ù ù ùù ù ù ù ù ùú 2

ý ú 0ù ù ù ù ù ù ù ù ùú û 1ÿ u � � � ,
und kann mit einer längeren, hier nicht angeführten Rechnung auf w(� ) umgeschrieben werden,

(221)� d2 w� � � � � � � �� � � � � �
d� 2 � 2 � l � 1 � � � dw� � � � � � � � � �

d� � � � 0 � 2 	 l 
 1� � w 
 0

Der nächste Schritt ist dann der bekannte Potenzreihenansatz, 

w � r� 
 � ak rk,

der eingesetzt in (221)

(222)
�
k� 0

ak � k � k � 1� � k � 1 � 2 � l � 1� k� k � 1

� 2k� k � � � 0 � 2 � l � 1� � � k � � 0

ergibt, und woraus folgt daß die Koeffizienten jeder Potenz von �  Null sein müssen,

(223)ak � 1 � � k � 1� k � 2 � l � 1� � � ak � 2k � 2 � l � 1� � � 0
� � � 0.

Damit ist eine Rekursionsformel für die ak gefunden,

(224)
ak � 1� � � � � � � �� � � � �
ak � 2k  2 ! l  1" # $ 0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � �! k  1" k  2 ! l  1" %& & & &k ' (

gehtwie

2) ) ) ) )
k

die sich genauso verhält wie die Reihe,
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e2 * + , 1- - - - - - - -
k . / 2 0 1 k 2 bk 3 14 4 4 4 4 4 4 44 4 4 4 4 4

bk 5 26 6 6 6 6
k

.

Dieses Verhalten ist  wiederum unerwünscht,  würde  dadurch gerade das eben ermittelte

asymptotische Verhalten gestört, was wir aus den Potentialbetrachtung als zwingend notwendig

ermittelt haben.

Daher muß die Reihe abbrechen, daß heißt ab einem N7 8  muß gelten,

(225)aN 9 1 : 0 ; aN 9 2 : 0 ; ...

Dies wird durch eine spezielle Wahl von < 0 erreicht,

(226)
< 0 : = 2N > 2 ? l > 1@ : 2 ? N > l > 1@

N : 0, 1, 2, ...

setzt man dieses < 0 weiter ein in seine Definition

2 ? N > l > 1@ : AB B B B B B B BB B B B B B BC E C e2

D 2n E F G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G G2m H I 2 J K ELM M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M M MM M M M M M M MM M M M M MN E N e2

O 4n2 P 2mM M M M M M M MM M M MI 2
J K EL e4

und wir  erhalten schließlich  mit  der neuen Quantenzahl n=N+l+1 die Energieeigenwerte des

Wasserstoffatoms,

(227)E P K m e4M M M M M M M MM M M M M M M MM M M M M
2 I 2 n2 Q K RyM M M M M M M MM M M M M M

n2 .

Was fehlt jetzt noch ? Die konkrete Lösungsfunktion R  fehlt, die unsere Anfangsgleichung (200)

löst. Dabei stehen die Ergebnisse alle bereits in der Herleitung ! Man setzt (218) in (217), und

(217) in (205) ein. Zusammen mit den Kugelflächenfunktionen, die bereits in (205) drin sind,

hat man die vollständige Funktion.

6.2 Erläuterungen zum Wasserstoffatom

Hierzu noch einige Erklärungen. Die  zwischendurch benutzte Quantenzahl N  heißt  "radiale

Quantenzahl". Die Umschreibung auf n ist nötig da n, als Hauptquantenzahl die Energieniveaus

angibt. 

Da gilt 

(228)l S 0, 1, 2, 3, ...

(229)N S 0, 1, 2, 3, ...

(230)T n U 1, 2, 3, ... ; l U 0, 1, 2, ..., n. V 1
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6.2.1 Termschema und Orbitale

Da zunächst kein Spin betrachtet wird, ist die Energie nur abhängig vom Wert von n. Daher ist

jeder Energiewert

W
l X 0

nY 1 Z
2 l [ 1\ ] n2

mal  entartet.  Die  Quantenzahlen n,m,l  kennzeichnen einen  Zustand in  der  aus  der

Experimentalphysik gewohnten Form.

Abb.6.3.1 Termschema

Abb.6.3.2 Beispiele von Aufenthaltswahrscheinlichkeiten, a) p-Orbital b) 3dz Orbital

6.2.2 Weitere Definitionen der Atomphysik

Die  Länge 1^ ^ ^ ^_  ist charakteristisch für den Abstand eines Energieniveaus zum Kern. Setzt man

dort den Wert für den kleinsten Energieeigenwert ein, also für n=1, so erhält man 

1` ` ` ` `a b cd d d d d d d d d d d d d d d dd d d d d d d dd d d d d d d d de f f f f f f f f f f f f f f f f f f
2m g E g hEni 1 j 2k k k k k k k k k k k k k k k kk k k k k k k k kl m m m m m m m m m m m m

m2 e4
.
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Es macht Sinn diese Länge als atomare Radiusgröße zu interpretieren, und daher definiert man

den "Bohrschen Radius" als,

(231)a n o 2p p p p p p p pp p p p p
me2 q 5, 29r 10s 8 cm,

was geprägt ist durch die Vorstellung eines kreisenden Elektrons.

Betrachten wir  wieder die potentielle Energie und vergleichen sie mit  der Ruheenergie eines

Teilchens,

E t e2u u u u u u u u
a

; ERuhe v mc2

so erhält man den Einfluß der relativistischen Effekte, der in der Größenordnung

e2u u u u u u
au u u u u u u uu u u u u

mc2 v e2 me2u u u u u u u uu u u u u u u uu u u u u
mc2 w 2 v e4u u u u u u u uu u u u u u u

c2 w 2 v xyzz e2{ { { { { { { {
c| }~ ��

liegt. Man definiert den Klammerterm als "Feinstrukturkonstante" � ,

(232)� � e2� � � � � � � �
c� � 1� � � � � � � �� � � �

137
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§ 7 Die Pauli Gleichung
Der Spin des Elektrons 

Alle bisherigen Betrachtungen verzichteten auf elektrodynamische Felder, die evt. die Zustände

stören könnten. Doch mit den elektrischen Feldern kommt eine weitere Größe ins Spiel, der

Spin. Um diese Größe beschreiben zu können, bedarf es einer Modifikation am Hilbertraum,

der speziell auf eine weitere Meßgröße angepaßt werden muß. Die Einführung des Spins wird

an dieser Stelle zunächst experimentell gefordert, später zeigt sich der Spin von ganz alleine in

der mehrkomponentigen Dirac-Gleichung.

7.1 Der Hamilton-Operator  mit äußeren elektromagnetischen 
Feld

7.1.1 Minimale Kopplung

Mit der sog. minimalen Kopplung, es wird e=q synonym benutzt,

(233)p � p � q� � � � �
c

A E � E � q�
geht der Hamiltonian in die Form

(234)H � 1� � � � � � � �� � � �
2m � p � q� � � � �

c
A � 2 �

q�
über. Es gelten allgemein die Potentialgleichungen,

(235)
E � � grad� � � � � � � 1� � � � �

c � t A,

B � � � A.

Man kann nun die Klammer in (234) ausrechnen, und erhält,

(236)H � 1� � � � � � � �� � � �
2m �   ¡ 2 ¢ 2 £ q¤ ¤ ¤ ¤ ¤

c

¥¤ ¤ ¤ ¤ ¤
i ¦ A £ q¤ ¤ ¤ ¤ ¤

c

¥¤ ¤ ¤ ¤ ¤
i

A ¦ § q2¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤
c2 A2 ¨ © qª

wobei wir die Coulombeichung «
A ¬ 0,

mit
«

A ­ ® ¯ ° A ­ ± ® ° ¯ A ± ­ ² A ³ ­ ° ´ µ
wählen, was (236) vereinfacht zu

H ¶ 1· · · · · · · ·· · · ·
2m ¸ ¹ º 2 » 2 ¹ 2qº· · · · · · · ·· · · · · ·

i c
A ¼ ½ q2· · · · · · · ·

c2
A2 ¾ ½ q¿

(237)À H ¶ ¹ º 2· · · · · · · ·· · · ·
2m

» 2 ½ iqº· · · · · · · · · · ·
mc

A ¼ ½ q2· · · · · · · ·· · · · · · · · · ·
2mc2 A2 ½ q¿

7.1.2 Herleitung eines einsatzfähigen Hamiltonians

Als nächstes werden einige Rechnungen das Ziel haben dein Hamiltonian zu vereinfachen.
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Wir gehen von einem konstanten äußeren B-Feld aus, 

(238)A Á Â 1Ã Ã Ã Ã Ã
2

r Ä B

Å H Á Â Æ 2Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã ÃÃ Ã Ã Ã Ã
2m

Â iqÆÃ Ã Ã Ã Ã Ã Ã ÃÃ Ã Ã Ã Ã Ã Ã
2mc Ç r Ä B È É Ê

Pauli ś

paramagnetischerBeitrag

Ë q2Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì
8mc2 Í r Î B Ï 2

Landauś

diamagnetischerBeitrag

Ð qÑ
EÒ Feld

Beitrag

und betrachten zunächst daß Spatprodukt im paragmagnetischen Term.

Ó
a Ô bÕ c Ö × Ó

a Ô cÕ b

(239)× iqØÙ Ù Ù Ù Ù Ù Ù ÙÙ Ù Ù Ù Ù Ù Ù
2mc

Ó
r Ô B Õ Ú Û Ü Ý

i nach

untenÞ
qßà à à à à à à àà à à à à à à à à à

i 2mc á r â ã äå
r æ p ç L

pç èé é é é
i êë

B ì í qî î î î î î î îî î î î î î î
2mc

L ï B
Der diamagnetische Term kann ebenfalls umgeformt werden,

q2ð ð ð ð ð ð ð ðð ð ð ð ð ð ð ð ð ð
8mc2 ñ r ò Bó 2 ô q2õ õ õ õ õ õ õ õõ õ õ õ õ õ õ õ õ õ

8mc2 ö r2 B2 ÷ ø rB ù 2ù ú û
für

B ü Bez

q2ý ý ý ý ý ý ý ýý ý ý ý ý ý ý ý ý ý
8mc2

ø x2 þ y2ÿ B2.

Zusammen führen diese Umrechnungen auf

(240)H � � � 2� � � � � � � �� � � � �
2m

� 2 � q� � � � � � � �� � � � � � �
2mc

L � B � q2� � � � � � � �� � � � � � � � � �
8mc2

	
x2 � y2
 B2 � q�

wobei der Einflu0 des diamagnetischen Terms weiter abgeschätzt werden kann, 

q2� � � � � � � �� � � � �
8 mc2 a2 B2� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � � �

q
� � � � � � � �� � �
2 mc � B

� q2mcB a2� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � � �
8mc2 q� � e2� � � � � � � �� � � � �

4 � c

� B� � � � � � � �� � � � � � �
e � a2 � � 1� � � � �

4 � � B� � � � � � � �� � � � � � �
e � a2 �� 10 10 B ! in Gauss" .

Da also in jedem Fall nur der paramagnetische Term überwiegt, können wir den Hamiltonian in

seiner einfachsten Form aufschreiben, in dem wir den dia. Term komplett weglassen, 

(241)H # $ % 2& & & & & & & && & & &
2m ' 2 $ q& & & & & & & && & & & & & &

2mc
B Lz ( q) ,

hier wurde wieder B # Bezeingesetzt.

7.1.3 Magnetisches Moment

Jeder Drehimpuls (später auch der Spin) eines geladenen Teilchens verursacht ein magnetisches

Moment,

*
L + gL

q, , , , , , , ,, , , , , , ,
2mc

L - mag.
dies gilt  allgemein, denn der sog. Landé-Faktor sorgt für  eine entsprechende Gewichtung des

Einflusses. Man sieht an (241), daß der Landé Faktor des Drehimpulses gleich 1 ist.
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Messung und Bestimmung dieser Faktoren ist eine Grundlage der Atomphysik.

7.1.4 Normaler Zeeman-Effekt

Gerade beim Zeeman-Effekt sieht man wunderbar, wie sich die Vertauschbarkeit zweier Opera-

toren auf ihre Eigenfunktionen auswirkt !

Die von dem Hamilton-Operator (241) gelieferten Energieeigenwerte fürs Wasserstoffatom sind

nicht mehr diesselben. Da L2 und Lz vertauschen gilt,

Enlm / 0 H/ 0 1 2 3 24 4 4 4 4 4 4 44 4 4 4
2m 5 2 6 q7 2 q4 4 4 4 4 4 4 44 4 4 4 4 4 4

2mc
B Lz 8

95.3.5 : ; Ry< < < < < < < < <
n2 8 = ; q< < < < < < < << < < < < < <

2mc
B Lz =

9 : ;
Ry< < < < < < < << < < < < <

n2
; qB< < < < < < < << < < < < < <

2mc > m8 =
(242)? Enlm @ A RyB B B B B B B B B

n2 C D E L m

mit der somit eingeführten Larmorfrequenz

(243)E L F G qBH H H H H H H HH H H H H H H
2mc

Formel (242) beschreibt den "normalen" Zeeman-Effekt. Betrachtet man nochmals

(244)Enlm F G RyH H H H H H H HH H H H H H
n2 G I eBH H H H H H H HH H H H H H H

2mc
m

so sieht man auch, daß die experimentell wichtigen Zusammenhänge sich daraus leicht ergeben,

J
E K L RyM M M M M M M MM M M M M M

n2 L N eBM M M M M M M MM M M M M M M
2mc

m L L RyM M M M M M M MM M M M M M
n2 L N eBM M M M M M M MM M M M M M M

2mc O m L 1P K N eM M M M M M M MM M M M M M M
2mc

B,

gibt die Aufspaltungsdifferenz für die einzelnen m-Terme an, und man definiert den Vorfaktor,

(245)Q
B R e ST T T T T T T TT T T T T T T

2mc R 9, 274015J U T

als das Bohrsche Magneton. Den Term Q
B U S  nennt man das gyromagnetische Verhältnis Die

Energiedifferenzen sind dann,

(246)
V

E R Q
B B,

und die Korrektur der Energieeigenwerte nach (242) schreibt sich in einfacher Form,

(247)Enlm R ECoulomb W n, l X Y Q
B m B

7.1.5* Z -Funktion im feldfreien Raum

In der Elektrodynamik wird zwischen den Potentialen und eigentlichen Feldern unterschieden.

Diese Größen hängen wie folgt zusammen,
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(248)
B [ \ ] A,

(249)E [ ^ \ _ ^ 1` ` ` `
c̀ a Ab b b b b b b bb b ba t

.

Damit sind c  und A  nicht eindeutig bestimmt. Es existiert die Freiheit der "Eichinvarianz",

setzt man nämlich 

(250)A´ d A e f g
(251)h ´ i h j 1k k k k k

c l t g
mit  dem beliebig wählbaren, skalaren "Eichfeld" g  in die Gleichungen (248) und (249) ein so

generieren diese dasselbe E- und B-Feld. 

Im  Zusammenhang mit  der Schrödinger-Gleichung mit  den elm-Ergänzungen bedeutet dies,

daß je nach Wahl der Eichung eine andere Wellenfunktion Lösung der SGL ist,

(252)i m n t i o 1k k k k k k k kk k k k
2m p mk k k k k

i q j qk k k k k
c

A r 2 s
qh t n

(253)i m n t́ i o 1k k k k k k k kk k k k
2m p mk k k k k

i q j qk k k k k
c

A´ r 2 s
qh t́ n ´

Wählt man den Ansatz,

(254)n ´ i e
qu u u uu u uv
c w x ,

so gilt in der SGL (253),

i y z e q{ { { { { { {|
c } ~ �

t � � 1� � � � � � � �� � � �
2m � �� � � � �

i � � q� � � � �
c

A´ � 2 �
q� �́� ��� e

q� � � � � � ��
c � �

(255)

� i � � � t � iq� � � � � � � �� c
� t � � eiq� � c � � �

� � 1� � � � � � � �� � � �
2m   ¡¢ ¢ ¢ ¢ ¢

i £ ¤ q¥ ¥ ¥ ¥ ¥
c

A´ ¤ q¥ ¥ ¥ ¥ ¥
c ¦ § ¨ 2 ©

qª «́ e
q¬ ¬ ¬ ¬¬ ¬ ¬­
c ® ¯ .

Mit den Definitionen von A´ und ° ´ zeigt sich, daß der Ansatz richtig war. 

Es gilt 

(256)
± ² ± 2 ³ ± ²

´
± 2,

wonach man meinen könnte die Physik wäre durch die Eichung nicht verändert, doch diese

Feststellung ist falsch. 

Im feldfreien Raum gilt schließlich 

(257)B ³ 0 ³ rotA

und dann läßt sich A als Gradient eines skalaren Feldes ́  darstellen,

(258)A µ ¶ ´ .

Da die Eichung ·  beliebig wählbar ist, macht es Sinn 

(259)¸ ´ µ ·

60 Quantentheorie



zu wählen, da dann A´ in (250) verschwindet. Für ¹  gilt dann,

¹ º e
q» » » » » » »¼
c ½ ¾ ´,

und aufgrund von (258) kann dies geschrieben werden als,

(260)¾ ¿ ¾ ´e
qÀ À À À À À ÀÁ
c Â 1,2

A Ã r ,

mit dem Linienelement dÄ  und dem Vekorpotential A. Integriert wird hier beispielsweise über

Weg 1 oder 2.

7.1.6* Aharonov-Bohm-Effekt

Beim Aharonov-Bohm-Experiment wird das B-Feld derart isoliert, z.b. durch unendlich lange

Spulen, daß das eÅ  nichts von seiner Anwesenheit merken sollte. Betrachtet man eine solche

Spule un zwei Spalte, dann kann wie  beim herkömmlichen Doppelspalt daß eÅ durch zwei

Wege beschrieben werden, einmal durch Spalt 1 und einmal durch Spalt 2.

Die Intensitätsverteilung ist dann, Æ Ç
1

Æ 2 für Spalt1offenÆ Ç
2

Æ 2 für Spalt2offenÆ Ç
1 È Ç

2
Æ 2 für Spalt1undSpalt2offen.

Wir  nehmen an, das B-Feld ist ein und ausschaltbar, dann entspricht 
Ç

 der Wellenfunktion bei

eingeschalteten, und  
Ç

´  (durch unsere obige Wahl  der  Eichung) der  Wellenfunktion bei

ausgeschalteten Feld.

Wegen (260) gilt, 

(261)Ç
1 É Ç

1 ´ e
qÊ Ê Ê ÊÊ Ê ÊË
c Ì 1

A Í r ,

(262)
Ç

2 É Ç
2 ´e

qÊ Ê Ê ÊÊ Ê ÊË
c Ì 2

A Í r ,

(263)Î Ï
1 Ð Ï

2 Ñ e
qÒ Ò Ò Ò Ò Ò ÒÓ
c Ô 1

A Õ r Ö Ï
2 ´ × Ï

1 ´e
qÒ Ò Ò ÒÒ Ò ÒÓ
c Ø B Ù

wobei der vordere Term aus der Klammer gezogen wurde, und der "Problemterm" Ú B entstand,

(264)Ú B Û Ü
1

A ds Ý Þ
2

A ds ß à A ds áâ
Gauß

ã ä å
A

æ B
dFç

Fläche

der wiederum das B-Feld enthält !

D.h. die Interferenzmuster bei eingeschalteten B-Feld sind unterschiedlich, und dies nennt man

den Aharonov-Bohm-Effekt.
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7.2 Der Spin des Elektrons

Im  Stern-Gerlach-Versuch werden Silberatome durch ein inhomogenes Magnetfeld geschickt.

Da  der  Grundzustand von  Silber  ein  s-Zustand mit  l=0  ist,  kann  kein  magnetisches

Bahndrehmoment vorhanden sein. Dennoch teilt sich der Strahl bei eingeschaltetem B-Feld auf,

und man erhält zwei Maxima.

Außerdem wird ohne äußeres B-Feld eine Duplettaufspaltung beobachtet.è  Es muß ein Eigendrehimpuls der eé  geben, der noch nicht theoretisch erfaßt wurde.

7.2.1 Spinoperator

Der Observablen die wir  Spin nennen, ordnen wir  den Operator S zu. Er verhält  sich völlig

analog zum bereits bekannten Bahndrehimpuls. D.h. es gelten folgende Eigenschaften,

(265)

ê
Sx, Sy ë ì i í Sz î zykl.ï

Sz ð ñ ò ms ð
S2 ð ñ ò s ó s ô 1ï ð

wobei 

s ñ 1õ õ õ õ õ
2 ö ms ÷ ø 1ù ù ù ù ù

2
;

1ù ù ù ù ù
2

was eine "experimentelle" Tatsache ist.

Die zugehörigen Diracvektoren definiert man mit ihren Eigenwerten,

(266)Sz ú û ü ý þÿ ÿ ÿ ÿ ÿ
2 � � �

,

(267)Sz � � � � � �� � � � �
2

	 
 � ,

da man weiß, daß der Spin nur diese Werte annehmen kann. Für die Leiteroperatoren gilt,

(268)S� 
 Sx � iSy S� � Sx � iSy

mit den Eigenschaften,

(269)S� � � � � 0

(270)S� � � � � 0

(271)S� � � � � � � � �
(272)S� � � � � � � � �

Der Spin spielt sich in einem eigenen Hilbertraum ab. Operatoren die in diesem Spinraum sind,

wirken nur auf Spinkets oder bras, und können nicht die Operatoren des restlichen Raumes oder

deren Diracvektoren beeinflussen. Die Eigenzustände des Gesamtsystems lauten dann,

(273)� � � � �  
x ! " # $ x% & x ' & ( ) * + , - x. / x ) / 0 1 2
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7.2.2 Pauli-Matrizen

Im Spinraum haben die Eigenvektoren und Operator auch eine Matrixschreibweise,

(274)3 4 5 6 7899 1

0 :; << ; = > ? @ ABCC 0

1 DE <<
(275)Si @ ABCC F G H Si H G I F G H Si H J IF J H Si H G I F J H Si H J I KL MM

was für alle bisher definierten S-Operatoren gilt. Im speziellen gilt,

(276)S
Matrix N O P QRSS 0 1

0 0

KL MM
; S

Matrix T O P QRSS 0 0

1 0

KL MM
(277)Sx

Matrix
O PU U U U U

2

QRSS 0 1

1 0

KL MM
(278)Sy

Matrix
O PU U U U U

2

QRSS 0 V i

i 0

KL MM
(279)Sz

Matrix
O PU U U U U

2

QRSS 1 0

0 V 1

KL MM
,

und damit werden die Pauli-Matrizen definiert,

(280)

W X
Y
Z
[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[[

YZ[[ 0 1

1 0 \] ^^YZ[[ 0 _ i

i 0 \] ^^YZ[[ 1 0

0 _ 1 \] ^^
\
]

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
X YZ[[[[[[[ ` x

` y

` z

ab ccccccc
S d ef f f f f

2 g
7.3 Aufstellung der Pauli Gleichung

Wie bereits in (241) zu erkennen ist, kann man mit dem magnetischen Moment einige wichtige

Aussagen treffen. Der Schrödingerhamiltonian nahm dort die Form

(281)H d H0 h Hint

an,  mit

(282)H0 d i e 2f f f f f f f ff f f f
2m j 2 k ql

(283)Hint m n o B p B
Wir müssen also für den Spin ein entsprechendes Hint suchen. Aus (mag) ist bekannt, daß jeder

Drehimpuls ein magnetisches Moment produziert, also auch der Spin, 
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(284)q
Spin r gLandé

qs s s s s s s ss s s s s s s
2mc

S

und wir wissen aus Experimenten, daß der Landé-Faktor ungefähr 2 sein muß,

(285)q
Spin r qs s s s s s s s s s

mc
S.

Da wir  nur Elektronen betrachten setzen wir  q=-e (!!).  Das magnetische Gesamtmoment ist

dann,

(286)q
Gesamt r q

Bahn t q
Spin r qs s s s s s s ss s s s s s s

2mc
L t 2

qs s s s s s s ss s s s s s s
2mc

S

und der Wechselwirkungshamiltonian ergibt,

(287)Hint r u q
Gesamtv B w x e

qy z e { | | }~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~
2mc � L � 2S� � B

(288)� Hint � e�� � � � � � � �� � � � � � �
2mc � L� � � � � �� � 2� � � � �� S� B

(289)Hint � � B � L� � � � � �� � � � B

Baut man dort nun noch die Spinoren ein, also die Doppelzustandsvektoren, so erhält  man die

Pauli-Gleichung,

(290)i
� �

t ���� � �� �
�� �� � �   ¡ 2¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢

2m £ 2 ¤ V ¥ r ¦ ¤ §
B ¨ L¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢¡ ¤ © ª « B¬ ­®¯¯ ° ±² ³ ´µ ¶¶ .

Die blau markierten Teile wirken im Ortsraum, und die grün markierten Passagen im Spinraum.

Anschaulich bedeutet dies,· ¸ ¹ º » ¼ ½ x¾ ¿ 2 : Wahrscheinlichkeit, einTeilchenamOrt x mit

Spinpositiv À negativ¾ zufinden.
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§ 8 Clebsch Gordan Koeffizienten
In  diesem Paragraphen sollen kombinatorische Effekte in den Mittelpunkt gestellt werden. So

kommt es z.b. Kopplungen zwischen den verschiedenen drehimpulsartigen 

8.1 Additionen von Drehimpulsen

8.1.1 Vorbetrachtungen

In  der Praxis ist  es oft  erforderlich einen Basiswechsel durchzuführen. Dies kommt z.b. bei

Kombinationen von Drehimpulsen vor.

(291)J Á L Â S Ã L Ä 1 Å 1 Ä S

(292)J Æ S1 Å S2

Diese Beispiele sind einfach zu behandeln, weil die Vertauschungsrelationen zwischen Ort Null

ergeben,

(293)
Ç
L , SÈ É 0 ; Ê S1, S2È É 0.

Es gibt jedoch wichtige Phänomene die proportional zu Produkten von L  und S sind, bzw. S1

und  S2  sind.  Sie  spiegeln  interne  Wechselwirkungen wider,  z.b.  die  Spin-Bahn-

Wechselwirkung.

(294)Hww É aS1 S2

Für ein einzelnes Elektron gilt, 

(295)Ë s1 ms1 Ì Í Î 1Ï Ï Ï Ï Ï
2

ms1 Ð Ñ Ò Ó Ô Õ 1Ö × Ø
1
,

während ein 2 Elektronensystem durch Produktvektoren dargestellt wird,Ù Ú Ú Ø , Ù Ú × Ø , Ù × Ú Ø , Ù × × Ø .

Der Wechselwirkungsoperator HWW schreibt sich dann als,

(296)Hww Û S1 x S2 x Ü S1 y S2 y Ü S1 z S1 z ,

und da die Vektoren  Ý
s1 s2 ms1

ms2 Þ
Eigenzustände zu S1

2 S2
2 S1 z S2 z,  sind, erkennt man, daß Hww  mit  den quadratischen Größen

vertauscht, nicht jedoch mit S1 z und S2 z.

Um  das Problem zu  umgehen, geht man in  eine neue Basis über, indem man zu  einem

Gesamtdrehimpuls zusammensetzt,

J ß J1 Ü J2.
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Damit stellt sich die Frage, ob die Wahl der neuen Basis Sinn macht. Eine günstige Basis

müßte sowohl mit H0 und Hww vertauschen. Sie müßte also 

(297)
à
Hww, J1

2á â 0,
à
Hww, J2

2á â 0,
à
Hww, J2á , à

Hww, Jz
á â 0

erfüllen.

8.1.2 Begründung für die Spin-Bahn-Kopplung

Aus der relativistischen Theorie folgt  eine Produktwechselwirkung von Bahndrehimpuls und

Spin. Durch eine heuristische Betrachtung kann dies näher beschrieben werden, führt  jedoch

auf ein falsches Ergebnis.

Aus der Sicht des eã  erzeugt der sich bewegende Kern ein Magnetfeld, hervorgerufen durch die

Stromdichte,

(298)j â en v

nach Biot-Savart gilt dann,

(299)B â 1ä ä ä ä ä
c

ev å n
dl æ r 12ç ç ç ç ç ç ç çç ç ç ç ç ç ç çç ç ç ç ç

r12
3

(300)è é 1ê ê ê ê ê
c

v ë E

Daraus erhält man den Wechselwirkungsoperator,

(301)
ì

Hww í eî î î î î î î î î î
mc

SB í ï ð e ðî î î î î î î îî î î î î î î î î î
mc2 S ñ v ò Eó ,

mit dem E-Feld,

(302)E í ï rî î î î î
r ô õö ö ö ö ö ö ö ö ö ö÷

r
,

weil gilt,

(303)E ø ù gradõ
(304)

ú û Hww ü eý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ýý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ý ýý ý ý ý ý ý ý ýþ ÿ
Falsch:

Später

Relativistik:2

mc2
S � v � r � 1� � � � �

r

� �� � � � � � � � � ��
r

zieht man noch 1/m aus der Klammer, so ergibt sich der Drehimpuls. Die korrekte Formel

befindet sich in Abschnitt 9.

8.1.3 Basiswechsel

Wie bereits erwähnt, macht ein Basiswechsel SInn, der die Eigenzustände der ersten Basis, in

die der zweiten Basis überführt, 

(305)J1
2 J2

2 J1 z J2 z � J2 Jz J1
2 J2

2
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was einem Wechsel der Zustandsvektoren entspricht,

(306)� j1 m1 j2 m2 � 	 � j j1 j2 m �
wobei m jetzt als Magnetquantenzahl des Gesamtdrehimpulses anzusehen ist.

8.1.4 Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Allgemein kann der Basiswechsel durch eine unitäre Transformation beschrieben werden. Mit

dem Einfügen der Eins ergibt sich, 

(307)
� 
 j1 j2 � jm � 	 �

m1,m2 
 j1 m1 j2 m2 � � j1 m1 j2 m2 � � j1 j2 � jm �
deren Entwicklungskoeffizienten 

(308)� j1 m1 j2 m2 � � j1 j2 � jm �
Clebsch-Gordan-Koeffizienten heißen. Aufgabe der Analyse von Zuständen ist die Ermittlung

dieser Zahlen, 

8.1.5 Einfaches Beispiel

Einfachstes Beispiel stellt ein Kopplung von zwei Spins dar. 

(309)S � S1 � S2

In der normalen Basis gibt es die Zustände,

(310)� � � � , � � � � , � � � � , � � � � .

s kann nun die Werte 0 und 1 annehmen, was bedeutet daß für

(311)s � 0 m � 0, s � 1 m � 1, 0, � 1

man kann sehen, daß sich die folgenden Zustände entsprechen

(312)� 1
1� � � � �
2

1� � � � �
2

1 � � � � � �
Wendet man nun S� � S1� � S2�  an, 

� 1, 0 � � S� � 1
1� � � � �
2

1� � � � �
2

1 � � S1� � � � � � S2� � � � �
(313)� � � � � �  � � � � �

so erhält  man den nächsten Zustand, den man aus Gründen der Normierung mit  einem

Vorfaktor bestückt,

(314)� 1, 0 � ! 1" " " " " " " "" " " " "# $ $ $ $
2 % & ' ( ) * & ( ' ) +

Nochmals Anwenden von S,  führt auf den letzten Zustand mit S=1, der hier wiederum bereits

normiert wurde. 
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(315)- 1 . 1 / 0 - 1 1 /
An (314) sieht man, daß es noch einen weiteren Zustand gibt, der orthogonal auf den anderen

steht, aber für den S=0 gilt, und zwar wenn man 

(316)
2
S1 z 3 S2 z4 15 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 56 7 7 7 7

2

2 - 1 8 / . - 8 1 / 4 0 0

(317)
9 - 00 / 0 15 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 56 7 7 7 7

2

2 - 1 8 / . - 8 1 / 4
Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind aus diesen Beispielen leicht abzulesen.

68 Quantentheorie



§ 9 Störungstheorie
Da die meisten Probleme nicht mehr analytisch lösbar sind, drängen sich Näherungen in den

Vordergrund, die helfen z.b. die Energieeigenwerte zu bestimmen.

9.1 Ritzsches Variationsprinzip

9.1.1 Strategien zur Bestimmung von Eigenwerten

Die  exakte Lösung wäre  stets die  beste Möglichkeit.  Die  zweitbeste Variante wäre  eine

systematische Störungstheorie, wie sie später noch entwickelt wird. 

Das Ritzsche Variationsprinzip stellt, ähnlich wie die WKB Näherung eine Methode dar, um

einen groben Überblick zu erhalten. 

9.1.2 Variation durch Testfunktion

H: ; E:
Wir  nutzen eine, fest vorgegebene Testfunktion < ,  die  sich aus Eigenfunktionen < n  zu H

zusammensetzt,

< = > an < n,

wobei an  entsprechende Entwicklungsfaktoren sind. Wichtig  an der Funktion <  ist,  daß sie

parametrisiert ist, d.h. noch von einem Parameter ?  abhängt. 

(318)
@ A B H B A C D E

n

@ A B n C @ n B H B A C
D E En

@ F B n C @ n B A C
G E0 H

n I J K I n L I 2 M E0 J K I K L
(319)E0 N O P Q H Q P RS S S S S S S S S S S S S S S SS S S S S S S S S S S S S S S SS S S S S S SO P Q P R

Der Trick des Ritz-Verfahrens ist nun die Parametrisierung,

P T U V W X ,
und die Ermittlung des Minimums der Funktion E(W ).

(320)E0 Y inf Z [ \ ] H ] \ ^_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _[ \ ] \ ^
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9.2 Zeitunabhängige Störungstheorie für  diskrete Eigenwerte 
ohne Entartung

9.2.1 Direkte Herleitung erster Ordnung

Das Problem 

(321)H̀ n a En ` n

sei i.a. nicht analytisch lösbar. 

(322)H b 0c ` n b 0c a En b 0c ` n b 0c
sei ein verwandtes, analytisch lösbares Problem. Aufgrund der Verwandschaft können wir  den

Hamiltonian in (334) schreiben als,

(323)H a H b 0c d Hb 1c .
Wir  wollen im  folgenden voraussetzen das die Störungstheorie wirklich  funktioniert, denn es

gibt viele Fälle in denen dies nicht der Fall ist, und wir  lassen die Klammer im oberen Index

weg. Wir entwickeln nach einem Kleinheitsparameter e ,

(324)
f
H g 0h i e Hg 1h j f k l

n g 0h m i e k l
n g 1h m j n f

En g 0h i e En g 1h j f k l
n g 0h m i e k l

n g 1h m j
o H p 0q r s

n p 0q t u H p 0q v r s
n p 1q t u

u H p 1q v r s
n p 0q t u H p 1q v 2 r s

n p 1q t ww En p 0q r s
n p 0q t u v Ep 0q r s

n p 1q t u En p 1q v r s
n p 0q t u

u v 2 En p 1q r s
n p 1q t

Wir gehen nun in die nullte Ordnung von v , d.h. v =0, und erhalten dort,

(325)H p 0q r s
n p 0q t w En p 0q r s

n p 0q t
ein zu erwartendes Ergebnis, da in  nullter Ordnung die Störung nicht existiert. Es ist daher

interessant die erste Korrektur dieser Energie zu berechnen, das wie folgt  funktioniert, man

setzt (338) in die obere Rechnung als bekannt ein, und erhält, unter Beachtung das sich die in v
quadratische Term ebenfalls gegeneinander wegheben,

H p 0q v r s
n p 1q t u v H p 1q r s

n p 0q t w
(326)w En p 0q v r s

n p 1q t u v En p 0q r s
n p 0q t

Man multipliziert nun von links mit x y z 0{ | , und setzt } =1

~ y n z 0{ � Hz 0{ � y n z 1{ � � ~ y n z 0{ � H z 1{ � y n z 0{ � �
� ~ y n z 0{ � En z 0{ � y n z 0{ � � En z 1{ ~ y n z 0{ � y n z 1{ �

Nutzt man noch die Wirkung von H aus, so kürzen sich die beiden En z 0{  Werte heraus, und man

erhält,
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(327)
En

1 � � � n � 0� � H � 1� � � n � 0� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � n � 0� � � n � 0� �
9.2.2 Detailierter Weg

(328)H � H0 � � V

V sei von nun an der Störterm. 

(329)H � n
� En � n.

Wir entwickeln En nun in eine Reihe des Parameters �
(330)En

� En � 0� � � En � 1� � � 2 En � 2� � ...

ebenso entwickeln wir den Zustandvektor � , 

(331)� n
� � n � 0� � � � n � 1� � � 2 � n � 2� � ...,

und setzen die nun in (342) ein,

(332)
�
H0 � � V � � � n � 0� � � � n � 1� � � 2 � n � 2� � ...� �� �

En � 0� � � En � 1� � � 2 En � 2� � ...� � � n � 0� � � � n � 1� � � 2 � n � 2� � ...� .
In der Diracschreibweise  gibt es die Darstellung,

(333)� n � � � � n � 0� � und En � 0� � �
n

und 

(334)� n � n � � 1.

Diese Eigenzustände sind auch orthogonal zu den einzelnen gestörten Zuständen,

(335)� n � � n � � 1 � n � � n � i � � � 0 � i.

Errechnet man nun die Terme gleicher Potenz von �  in (345),

(336)H0 � n � � � n � n �
(337)H0 � � n � 1� �   V � n � � � n � � n � 1� �   En � 1� � n �

H0 � � n � k� �   V � � n � k ¡ 1� � � � n � � n � k� �   En � 1� � � n � k ¡ 1� �   ...

(338)...   En � k� � n �
multipliziert man nun von links mit einem Bra <n� , und nutzt (347) und (348) so findet man

schließlich,

(339)� n � ¢ n � H0 � n �
(340)En � 1� � ¢ n � V � n �
(341)En � 2� � ¢ n � V � � n � 1� �
(342)En � k� � ¢ n � V � � n � k ¡ 1� �
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Weiterhin errechnet man die "gestörte" Energie zu, 

En £ ¤ n ¥ ¦ En § 1̈ ¥ ¦ 2 En § 2̈ ¥ ...

£ ¤ n ¥ ¦ © n ª V ª n « ¥ ¦ 2 © n ª V ª ¬ n § 1̈ « ¥ ...

£ ¤ n ¥ ¦ © n ª V ­ ª n « ¥ ¦ ª ¬ n § 1̈ « ¥ ...®
(343)£ ¤ n ¥ © n ª V ª ¬ n «

ersetz man noch ¤  durch (352), so folgt,

(344)En £ © n ª H0 ª ¬ n « ¥ © n ª ¦ V ª ¬ n « £ © n ª H ª ¬ n «
womit  sich  die  Energie  als  Projektion  der  Eigenwertgleichung auf  die  ungestörten

Eigenzustände ª n> ist. 

9.2.3 Gestörte Zustände

Um die gestörten Zustände auszurechnen multiplizieren wir  (351) nun mit einem Bra <mª , zu

dem andere Energieeigenwerte gehören,

© m ª H0 ª ¬ n § k̈ « ¥ © m ª V ª ¬ n § k ¯ 1̈ «
(345)£ ¤ n © m ª ¬ n § k̈ « ¥ ... ¥ En § k ¯ 1̈ © m ª ¬ n § 1̈ «

Es wurde außerdem die Orthogonalität von m und n genutzt. In der Beziehung

(346)© m ª H0 ª ¬ n § k̈ « £ ¤ m © m ª ¬ n § k̈ «
wirkt der Hamiltonian nach links auf <mª , und wenn  dies in (358) einsetzt wird erhält man,

© m ª ¬ n § k̈ « £ 1° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° ° ° ° °° ° ° ° °¤ n ± ¤ m
­ © m ª V ª ¬ n § k ¯ 1̈ « ±

± En § 1̈ © m ª ¬ n § k ¯ 1̈ « ... ± En § k ¯ 1̈ © m ª ¬ n § 1̈ « ® .
Mit dem Einfügen der Eins folgt schließlich,

ª ¬ n § k̈ « £ ²
m

ª m « © m ª ¬ n § k̈ «
£ ²

m³ n ´ m µ ¶ m ´ · n ¸ k¹ µ

(347)

º ´ · n ¸ k¹ µ » ¼
m³ n

´ m µ ¶ m ´½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½½ ½ ½ ½ ½¾
n ¿ ¾

m ÀÁ
V Â Ã n Ä k Å 1Æ Ç È En Ä 1Æ Â Ã n Ä k Å 1Æ Ç ... È En Ä k Å 1Æ Â Ã n Ä 1Æ Ç É

Für die Störung in zweiter Ordnung folgt dann, mit (354),

Â Ã n Ä 1Æ Ç Ê Ë
mÌ n

Â m Ç Í m Â V Â n ÇÎ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î ÎÎ Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î ÎÎ Î Î Î Î Î Î ÎÎ Î ÎÏ
n

È Ï
m
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ÐÑ Ñ ÑÒ
354Ó

En

Ò
2Ó Ô Õ

mÖ n

1× × × × × × × ×× × × × × × × ×× × × × ×Ø
n Ù Ø

m Ú n Û V Û m Ü Ú m Û V Û n Ü

(348)
Ý En

Ò
2Ó Ô Õ

mÖ n

Þ
Vnm

Þ 2× × × × × × × × × × × × × × × ×× × × × × × × × ×Ø
n Ù Ø

m

Man sieht wierderum, daß keine Entartung vorliegen darf, da sonst der Nenner Null würde.

9.2.4* Alternativer Weg

Um  die  Störungstheorie näher  zu  verstehen, macht folgende alternative Rechnung Sinn.

Zunächst kann das Grundproblem geschrieben werden als,

(349)Ù ß H Ò
0Ó Ù En

Ò
0Ó à á

n

Ò
0Ó Ô 0

(350)En
Ô Õ â ã En ä ã å

für æ 1 ergibt sich,

(351)ç
H ä 0å è En ä 0å éê L ë

n ì 1í î ï H ì 1í ë
n ì 0í ð En ì 1í ë

n ì 0í .ê h

Nun wenden wir einen Satz der Mathematik an, 

(352)L
ë î h,

wir nennen k eine Kernfunktion von L ñ , wenn gilt,

(353)L ñ k î 0

(354)
ò

k ó L ô n d3 r õ 0 õ ö k ó h d3 r

die Lösbarkeitsbedingung lautet also,

(355)ö k ó h d3 r õ 0.

Auch mit dieser Formulierung kann man (340) zeigen, denn identifiziert man in (343) L und h,

und beachtet man daß k bereits in (341) zu finden ist als 

(356)ô n ÷ 0ø õ k,

so folgt nach (347)

(357)ù ö ô n ÷ 0ø ó H ÷ 1ø ô n ÷ 0ø d3 r ú En ÷ 1ø ö ô n ÷ 0ø ó ô n ÷ 0ø d3 r õ 0

(358)û En ÷ 1ø õ ü ý n þ 0ÿ � H
�
1� �

n

�
0� d3 r� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �� �

n � 0� 	 �
n � 0� d3 r

was ein äquivalente Formulierung zu (340) ist.
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9.2.4 Numerischer Weg

Wieder ausgehend vom Grundproblem,

(359)H
 n � En �
(360)� n � 


k

ank � k � 0� � � n � � �
k

ank � k �
(361)

�� � ��
361�

H �
k

ank � k � � En �
k

ank � k �
wir multiplizieren von links mit <m� ,

(362)�
k � Hmk  En ! mk" ank # 0.

Die Lösbarkeitsbedingung dieses Gleichungssystems ist,

(363)det $ Hmk % En & mk" # 0.

Um sich das bildlicher vorzustellen,

(364)Hmk # Em ' 0( & mk ) * m + H , 1- + k ./ Hmk 0 11
(365)

22222222222222222222222
H11

1 3 E1 4 05 6 En H21 4 15 .. H1 N 7 18
H21 7 18 H22

1 9 E2 7 08 : En .. H2 N 7 18
... ... .. ...

HN1 7 18 HN2 7 18 .. HNN
1 9 EN 7 08 : En

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;; < 0

9.3 Zeitunabhängige Störungstheorie für  diskrete Eigenwerte mit 
Entar tung

Wir betrachten das gleiche Problem wie in 9.2 allerdings jetzt mit Entartung,

(366)H = 0> ?
n 1,2 = 0> @ En = 0> ?

n 1,2 = 0> .
Als problematisch erweisen sich die Matrixelemente,für die gilt,

(367)A ?
n1 = 0> B V B ?

n2 = 0> C @ Vn1 n2 D 0

M.a.W.in diesemBasissystemistH E 1F nichtdiagonalisiert.Wir müsseneinSystemsuchen,

in demdiesderFall ist.Dazugehenwir überzudenstabilisiertenZuständen,

(368)
G

n1

H H H H H I 0J K
c11 L n1

I 0J M c21 L n2

I 0J
(369)L n1

H H H H H I 0J K
c12 L n1

I 0J N c22 L n2
I 0J

mit denen gilt schließlich

(370)O L n1

H H H H H I 0J P
V

P L n2

H H H H H I 0J Q K
0.
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In der Entwicklung definieren wir,

(371)R
n1

: S c11
R

n1 T 0U V c21
R

n2 T 0UW X
n1

Y Y Y Y Y Y Z 0[ \ ] ^
n1_ 1̀ a ]

2 ...

(372)

^
n2

: b c12

^
n1 _ 0̀ a c22

^
n2 _ 0̀c d

n2

e e e e e e f 0g a ] ^
n1_ 1̀ a ]

2 ...

Setzt man diese nun in den Mechanismus der Störungstheorie ein, also an Stelle (344), so führt

die  Methode auf  2  Gleichungssysteme für  die  erste Ordnung, die  dann folgende  Form

annehmen, hijjjj W11 k En1 l 1m W12

W21 W22 k En1 l 1m no pppp qrss c11

c21

tu pp v
0qrssss W11 w En2 x 1y W12

W21 W22 w En2 x 1y tu pppp qrss c12

c22

tu pp v
0

Es führt wieder auf eine Säkulardeterminante, 

(373)det z Wik w En{ | 1} ~ ik � � 0

deren  Lösungen die  Energiekorrekturen ergibt.  Mitunter  erfordert  diese  Methode  das

Ausrechnen einiger Matrixelemente !
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§10 Streutheorie
Streuexperimente geben Aufschluß über  den Aufbau  der  Materie  (Rutherford).  Um  eine

Streutheorie entwickeln zu können stellen wir  Anfoderungen, die das Wellenpaket erfüllen

muß: 

1.DaseinfallendeWellenpaktetseiräumlichausgedehnt,

sodaßkeineVerbreiterungeintritt.

2.EsseikleingegenübersonstigenräumlichenDimensionen,

essoll keineWW mit demDetektorgeben.

In  der Quantenmechanik definieren wir  den Streuer durch ein Potential V(r ),  das o.B.d.A in

den Ursprung gelegt wird.

10.1 Streuung eines Wellenpakets;stationäre Zustände

10.1.1 Zeitentwicklung

Das einfallende Wellenpaket werde beschrieben durch eine Funktion � ,

(374)� � r , t0� � � d3 k� � � � � � � �� � � � � � � � ��
2 � � 3 eikr ak

es stellt sich als Fouriertransformierte der Funktion ak  dar. Das Maximum von ak  liege bei K0,

womit wir die Geschwindigkeit v über den Impuls angeben können,

(375)v � � K0� � � � � � � �� � � � �
m

Für die Eigenzustände � k(r) gilt, 

(376)Ek � � 2 k2� � � � � � � �� � � � � � � �
m � 0

(377)
� � � 2� � � � � � � �� � � � �

2m � 2 � V � r � � � k � r � � Ek � k � r �
(378)� �

0 � r , t0  ¡ ¢ d3 k£ £ £ £ £ £ £ ££ £ £ £ £ £ £ £ £� 2 ¤   3
�

k � r   Ak
� Ak ¡ ?

was formal eine andere Entwicklung als (364) ist. Nach der Zeitentwicklung gilt für � (r ,t),

(379)� � r , t  ¡ ¢ d3 k£ £ £ £ £ £ £ ££ £ £ £ £ £ £ £ £� 2 ¤   3
�

k Ak e¥ i Ek ¦ t § t0 ¨© © © © © © © ©© © © © © © © ©© © © © © ©ª
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10.1.2 Greenfunktion

Anschaulich kann man sich die Greenfunktion als Antwort unseres Systems vorstellen, wenn

man mit größtmöglicher Präzission und Stärke, sprich mit einer « -Fkt. stört ! 

Sei D ein beliebiger Differentialoperator, so kann man eine inhomogene Differentialgleichung

formulieren, mit einer Inhomogenität f(x),

(380)D¬ ­ x® ¯ f ­ x® .
Die  Lösungsfunktion, die  als  Inhomogenität  unter  D  eine « -Funktion  ergibt  nennt man

Greenfunktion, 

(381)DG ­ x, x ®́ ¯ « ­ x ° x ®́ .
Mit der Kernfunktion ¬ 0 läßt sich sogar sofort eine allgemeine Lösung angeben,

(382)¬ ­ x® ¯ ¬ 0 ­ x® ± ² dx´G ­ x, x ®́ f ­ x ®́ ,
was man zeigt, indem man D anwendet,

(383)D¬ ¯ D¬ 0 ± ² dx´ « ­ x ° x ®́ f ­ x ®́ .
Daraus folgt (372).

10.1.3 Greenfunktion der Wellengleichung

Für die Streutheorie benötigt man die Greenfunktion der Wellengleichung,

(384)° ³ 2´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´
2m µ 2 ¬ ¯ E¬ ¯ ³ 2 k2´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

2m
¬

(385)
¶ · 2 ¸ k2¹ º » 0

Um diese zu erhalten, muß folgende Gleichung gelöst werden,

(386)
¼ ½ 2 ¾ k2¹ G ¿ x À x Á́ » Â 3 ¿ x À x Á́

mit  einer Fouriertransformation wechseln wir  in  einen Raum, wo (376) eine einfachere Form

annimmt,

(387)G ¿ qÁ » Ã d3 y eÄ iqy G ¿ yÁ
(388)Å Æ Ç q2 È k2É G Æ qÉ Ê 1

(389)Å G Æ qÉ Ê 1Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËÇ q2 È k2

und mit der Rücktransformation erhält man,
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(390)
G Ì yÍ Î Ï d3 qÐ Ð Ð Ð Ð Ð Ð ÐÐ Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð ÐÌ 2 Ñ Í 3 eiqy 1Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð ÐÐ Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð ÐÒ q2 Ó k2

ein  Integral,  was  an  den  Polstellen  ±k  nicht  existiert.  Daher  verschiebt man  den

Integrationsweg um ein kleines, imaginäres Stück, 

(391)GÔ Õ xÖ × Ø limÙ Ú
0 Û d3 qÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÝ

2 Þ ß 3

eiqxÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü Ü
q2 à k2 á i â

Die Pole liegen nun bei: 

(392)Gã : q ä å æ k ç i è é 2kê ,
(393)Gë : q ì í î k ï i ð é 2kê .

Was hier  passiert ist,  ist  eine Verrücken der  Pole außerhalb des Integrationsweges. Eine

Verschiebung des Integrationsweges hätte zum selben Ergebnis geführt.

Wir formen nun (381) so, daß der Residuensatz angewendet werden kann.

(394)Gñ î xê ì ï limò ó
0 ô d3 qõ õ õ õ õ õ õ õõ õ õ õ õ õ õ õ õî 2 ö ê 3

eiqxõ õ õ õ õ õ õ õ õ õ õ õ õ õ õ õõ õ õ õ õ õ õ õõ õ õ õ õ õ õ õ õ õ
q2 ï k2 ÷ i ð

(395)ì ï 1õ õ õ õ õ õ õ õõ õ õ õ õ
4 ö 2 limò ó

0 ø ù
0

dq ú û
0

sinü dü q2 eiqrcosýþ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ þ þ þ þ þ þ
q2 ÿ k2 � i �

(396)� ÿ 1þ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ þ
4 � 2

�
dq

q2þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ þ þ þ þ þ þ
q2 ÿ k2 � i � eiqrcosýþ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ þ þ þ þþ þ þÿ iqr ��������0

�
(397)� � 1	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 		 	 	

4 
 2 ir � dq
q	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	

q2 � k2 � i 
 � eiqr � e� iqr �
(398)� � 1	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 		 	 	

4 
 2 ir � �� �
dq

q	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 	
q2 � k2 � i 
 eiqr

und an dieser Stelle greift der Residuensatz, und wir erhalten,

(399)G � � x� � � 1	 	 	 	 	 	 	 		 	 	 	 	
4 
 r

e� ikr

anhand derer wir zwei Formen von Greenfunktion unterscheiden,

G� : retardierteGreenfunktion� auslaufendeKugelwelle

G� : avancierteGreenfunktion� einlaufendeKugelwelle

10.1.4 Formale Lösung 

Wir  kennen nun die Greenfunktion für  unseren Differentialoperator, und werden (372) eine

Lösung errechnen, (nur retardiert)
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(400)� � 2 � k2� G� �
x� � � 3 �

x�
Unser "Streupotential" nimmt jetzt den Platz der Deltafunktion an,

(401)
��  ! 2" " " " " " " "" " " "

2m # 2 $ ! 2 k2" " " " " " " "" " " " " " " "
2m %& '' ( k ) x* + V , x- . k , x-

woraus (372) folgt,

(402). k , x- + eikx / 2m0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 01
2 2 d3 x´ G3 4 x 5 x 6́ V 7 x 6́ 8 k 7 x 6́ .8 k  setzt sich aus einer einlaufenden Welle und einer Streuwelle. An dieser Stelle nutzen wir die

gewonnene Greenfunktion,

(403)8 k 9 ei kx 5 m: : : : : : : :: : : : : :
2 ; < = d3 x´

eik > x ? x´ @A A A A A A A A A A A A A A A AA A A A A A A A A AB x C x´ B V D x É F k D xE
Da der Detektor weit vom Streuer entfernt ist, gilt

(404)B x B G G H x´ H ,
(405)k H x I x´ H J k K L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L Lx2 M 2xx´ N x´2 O k r P k

xQ Q Q Q Q
r

x´ R kr P k´x´

und in (388) ergibt sich allgemeine stationäre Streulösung,

(406)S
k T eikx U eikrV V V V V V V V V V

r
fk W X , Y Z

wobei als Streuamplitude

(407)fk [ \ , Y Z ] ^ m_ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _
2 ` a 2 b d3 x´ ec ikx V [ x Ź d k [ x Ź

definiert wird, die nur noch von der Richtung x/r abhängt, nicht aber von dem Abstand. 
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Abb.10.1.1 Streuung mit resultierender Kugelwelle

10.2 Streuquerschnitt

Der differentielle Streuquerschnitt gibt die Zahl der Teilchen an, die in das Winkelelement de
um e  gestreut werden, dividiert durch de  und die Zahl der Teilchen, die pro cm2 einfallen,

(408)408
dfg g g g g g g g g g
dh i dN j h kg g g g g g g g g g g g g g g gg g g g g g g

Nein dh
Die Zahl der einfallenden Teilchen ist gegeben durch,

(409)Nein i l dt jein

(410)dN j h k i l dt jr r2 dh
jein ist dieeinfallendeStromdichtedieüber j 27k gegebenist,

(411)jein i mg g g g g g g gg g g g g g
2mi

j n 0 o p q 0 r q 0 p q 0 s t
(412)u v k0w w w w w w w ww w w w

m x q 0 y x, tt x 2z Nein { | k0} } } } } } } }} } } }
m ~ dt � � 0 � x, t� � 2

Ähnlich wie die einlaufende Welle, wollen wir nun die auslaufende Welle bestimmen, wobei in

der Stromdichte allerdings der Anteil auslaufende Anteil von � k betrachtet werden muß.

(413)jr { |} } } } } } } } }
mi

Im � f �� � � � � � �
r � 0 � � ek0

r, t� �� � � � � � � � �� r � f� � � � �
r � 0 � ek r, t� � �

Einige Terme fallen weg, weil Im(Real)=0. Eine explizite Betrachtung�
...� längereRechnung

(414)jr � � k0� � � � � � � �� � � �
m � f � � � � 2� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � �

r2 � � 0 � ek0
r, t� � 2

dN � � � � � dt jr d� r2 � � fk � � � � 2 d� � k0� � � � � � � �� � � �
m �� � dt �   0 ¡ ek0

, t¢ � 2
Vernachlässigt man noch die Verbreiterung, so erhält man,

(415)

d£¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤
d¥ ¦ dN ¡ ¥ ¢¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤

Nein d¥ ¦ � fk ¡ § , ¨ ¢ � 2 diff .£ ¦ � d¥ � fk ¡ § , ¨ ¢ � 2 total
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10.3* Bornsche Näherung

(416)
©

k ª r « ¬ eikr ­ ® d3 r ´G ª r ¯ r «́ V ª r «́ ©
k ª r «́

(417)
©

k ª r´ « ¬ eikr ­ ® d3 r´´ G ª r´ ¯ r´ «́ V ª r´ «́ ©
k ª r ´ «́

(418)
©

k ª r´ «́ ¬ eikr ­ ® d3 r´´´ G ª r´´ ¯ r´´ «́ V ª r ´´ «́ ©
k ª r ´´ «́

...

wir  sehen, daß immer das nächst höhere 
©

k(r´)  eingesetzt wird.  Die  über (400) festgelegte

Funktion f, ergibt sich in der sog. 1ten Bornschen Näherung zu,

(419)fk ª ° , ± « ¬ ¯ 1² ² ² ² ² ² ² ² ² ²
4 ³ ® d3 r´ é ik´r´ V ª r «́ eikr ´.

Weiterhin definieren wir 

K ¬ k´ ¯ k ¬ ker ¯ k ¬ ¯ K ´

(420)
µ f ª ° , ± « ¬ ¯ 1² ² ² ² ² ² ² ² ² ²

4 ³ ® d3 r é .iKr´ V ª r «́¶ V · k ¸ Fourier

Beispiel "Yukawa-Potential"

V ¹ r º » Ae¼ ½ r ¾ A ¿ 1 À r Á
(421)

Â dÃÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä
dÅ Æ Ç 2m AÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä ÄÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä ÄÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä ÄÄ Ä Ä ÄÈ

2 É Ê 2 Ë 4k2 sin2 ÌÍ Í Í Í
2 Î Ï 2 ÐÑ Ñ Ñ Ñ

für Ò Ó 0
Rutherford
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§11 Zweite Quantisierung
Die Vielteilchentheorie

11.1 Grundlegende Definitionen

Grundlage der Vielteilchentheorie ist die Ununterscheidbarkeit von Teilchen, sie sind identisch.

Der Hamiltonian beinhaltet dabei die Wirkung auf jedes  der N Teilchen,

(422)H=H(1,...,N).

11.1.1 Transpositions und Permutationsoperator

Der Transpositionsoperator vertauscht die Position von zwei Teilchen,

(423)Pij Ô Õ ... i, ..., j ...Ö × Ô Õ ... j, ... i, ...Ö ,
was einer Vertauschung der Orte der Teilchen i und j entspricht. 

Eine Permutation P ist ein Produkt aus Transpositionen,

(424)P × Ø Pij .

Zusammengefaßt  werden die  Permutationen eines Systems mit  N  Teilchen in  der SN,  der

Permutationsgruppe, die N! Elemente hat.

Es gelten folgende Vertauschungsrelationen,

(425)
Ù
P, HÚ Û 0,

Ù
P, QÚ Û 0wennQsymmetrisch

11.1.2 Erwartungswert eines Mehrteilchenoperators

(426)Ü Ý Þ Q Þ ß à á â dN x Ý ã ä x1 ...xN å Qß ä x1 ...xN å
11.1.3 Antisymmetrische und symmetrische Zustände

In der Natur kommen nur antisymmetrische oder symmetrische Zustände vor. Für sie gilt,

(427)Pij
ß

s
ä ... i, ... j, ...å á ß

s
ä ... i, ..., j ...å

(428)Pij
ß

a
ä ... i, ... j, ...å á æ ß

a
ä ... i, ..., j ...å

Symmetrische Zustände  werden durch  Bosonen realisiert, die  zu  den  antisymmetrischen

Zuständen gehörigen Teilchen heißen Fermionen. 

Dies führt auf das Symmetriepostulat (der Natur): 

(429)
Der  Hilbertraum von  Zustandsvektoren eines Systems identischer Teilchen, enthält
entweder nur symmetrische oder antisymmetrische Zustände.
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11.1.4 Symmetrisierungs- und Antisymmetrisierungsoperator

Wir definieren den Symmetrisierungsoperator S als,

(430)S ç è
Pé SN

P

und den Antisymmetrisisierungsoperator A gemäß,

(431)A ê ë
Pì SN

sign í Pî P

11.1.5 Vollkommen (anti-)symmetrisierte Zustände

Ein vollkommen symmetrisierter Zustand wird durch 

(432)
ï n1 n2 ... ð ñ 1ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò ò òò ò ò ò ò ò ò òò ò ò ò ò òó ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô ô

N õ n1 õ n2 õ ...
S ö i1 i2 ... iN ÷

gekennzeichnet, wobei n1  die Anzahl Teilchen im  Zustand 1  usw. angibt. Dagegen ist  die

Notation des hinteren Kets anders, i1 ist der Zustand des ersten Teilchens, und die Position wo

er steht gibt an welche Teilchen gemeint ist (Doppelte Kennzeichnung).

Da  ein  Zustand von  mehreren Teilchen besetzt werden kann, muß der Normierungsfaktor

entsprechend gewählt werden. 

Bei Fermionen kann jeder mögliche Zustand nur von einem Teilchen eingenommen werden, die

vollkommen antisymmetrisierten Zustände sind also, 

(433)ö n1 n2 ... ÷ ø 1ù ù ù ù ù ù ù ùù ù ù ù ù ù ù ù ù ùú û û û û û û û
N õ A ö i1 i2 ... iN ÷ .

Satz: Die vollkommen symmetrischen (antis.) Basisfunktionen sind im Raum der symm. (antis.)

Wellenfunktionen vollständig.

In beiden Fällen gilt für die Gesamtteilchenzahl,

N ø ü
i

ni

Faßt  man  die  Zustände  mit  N=0,1,...  zusammen, so  erhält  man  ein  vollständiges

Orthonormalsystem, für daß folgende Bedingungen gelten,

11.2 Bosonen

(434)ý n1 n2 ... þ n1 ´n2 ´ ... ÿ � �
n1 n1 ´ � n2 n2 ´ ...

und

Quantentheorie 83



(435)
�

n1 n2... � n1 n2 ... � � n1 n2 ... � � 1

11.2.1 Erzeuger und Vernichter

Wir  können Erzeuger und Vernichter definieren, die ein Teilchen in einem Zustand erzeugen

bzw.  vernichten. Dadurch verändert  sich  die  Gesamtteilchenzahl, ganz im  Gegenteil zu

Standardoperatoren wie p oder x.

ai � 	 ...ni ... 
 � � 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
n � 1 � ...ni � 1. .. � ,

ai � ...ni ... � � � � � � �n � ...ni � 1. .. � ,

und offensichtlich kann man über  

ai � ai � n1 n2 ... � � ni

die Teilchenzahl in einem Zustand i berechnen, und damit ergibt,

(436)

�
i

ai � ai � N�
die Gesamtteilchenzahl. N�  heißt daher Teilchenzahloperator.

Für dieBosonenleiteroperatorengeltendieVertauschungsrelationen:

(437)
�
ai, aj � � 0 � ai � , aj � � � 0 � ai, aj � � �  ij .

11.2.2 Allgemeine Form von Einteilchenoperatoren

Ein beliebiger Einteilchenoperator setzt sich aus den Einzelteilchenoperatoren zusammen, 

(438)T � t1

wirk auf!
Teilchen1 "

t2
"

t3
"

... # $ % t
%

(439)& i ' t ' j ( ) tij

damit läßt sich ein Operator t
%
 darstellen als,

(440)t
% ) *

i, j

' i ( & i ' t ' j ( & j '
(441)

+ T , -
i, j

tij - . / i 0 . 1
j / .

Durch Anwenden von (440) auf einen beliebigen Zustand / n1 n2 ... 0 ,  kann gezeigt werden,

daß der Operator wie die Hinterneinanderausführung von Erzeuger und Vernichter wirkt.

(442)T , -
i, j

1
i / t / j 0 ai 2 aj
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speziell,

(443)H0 3 4
i 5 i ai 6 ai,

11.2.3 Allgemeine Form von Zweiteilchenoperatoren

Analog zu den Einteilchenoperatoren lassen sich Zweiteilchenoperatoren mit  Erzeugern und

Vernichtern definieren,

(444)F 7 18 8 8 8 8
2 9 : ; < f = 2> ? x @ , xA B

(445)
C F D 1E E E E E

2 F
i, j,k,m G i j H f I 2> H k m J ai K aj K am akL

Der Faktor 1/2 ergibt sich, weil jeder Term nur einmal gewertet werden darf.

Der Hamiltonoperator würde in dieser Schreibweise die Form,

(446)H M N
i, j O tij P Uij Q ai R aj P 1S S S S S

2
N
ijkm T ij U f U km V ai R aj R am ak

11.3 Fermionen

11.3.1 Slater-Determinante

Fermionensysteme sind wegen ihrer Zustandsauffüllung grundlegend von Bosonen verschieden,

denn bei Fermionen darf jeder Zustand von nur einem Teilchen eingenommen werden. Mit

(431) und (433) gilt,

(447)U n1 n2 ... V M 1S S S S S S S SS S S S S S S S S SW X X X X X X X
N Y N

PZ SN

sign O PQ P U i1 i2 ... iN V .

woran zu erkennen ist, daß es sich bei der Summe um eine typische Determinantendefinition

handelt. Diese Determinante nennt man Slater-Determinante. (447) stellt sich schließlich  dar

als,

(448)U n1 n2 ... V M 1S S S S S S S SS S S S S S S S S SW X X X X X X X
N Y

[[[[[[[[[[[[[[[[[
\
i1 ] 1

\
i1 ] 2 ... ^ i1 ] N\

i2 ] 1
\
i2 ] 2 ...

\
i2 ] N

... ... ... ....\
iN ] 1

\
iN ] 2 ...

\
iN ] N

_________________
Die weiteren Definitionen sind analog zu den Bosonen, bis auf die Erzeuger und Vernichter.

Ein Beispiel für den Übergang in die Ortsdarstellung ist, 

(449)
` x1 x2 ^ 0, 1, 0, 1 ] a 1b b b b b b b bb b b b bc d d d d

2 e f 2 g x1h f g x2h 4 i j 2 k x2l j 4 k x1l l

Quantentheorie 85



wobei man für jedes Teilchen auch einen Ort "zur Verfügung stellen" sollte.

11.3.2 Erzeuger und Vernichter

Bei  den Fermionen kann nur  ein Zustand erzeugt werden, der noch nicht  besetzt ist.  Die

Definition der Erzeuger geht nun auf den Vakuumzustand zurück. Man kann sich die Wirkung

eines Vernichters wie folgt klarmachen.

Zunächst betrachtet man die allgemeine Wirkung auf den Vakuumzustand,

(450)A m i1 i2 ... iN n o ci1 p ci2 p ... ciN p m 0 n
(451)A m i2 i1 ... iN n o ci2 p ci1 p ... ciN p m 0 n

was gleichzeitig die Wichtigkeit der Reihenfolge klarmacht. Da beide Zustände negativ gleich

sind gilt die Antikommutatorrelation,q
ci r , cj r s t 0 t ci u cj u v cj u ci u

ck  wirkt  als Vernichter, dann bedeutet dies, daß die  k-Zeile  der Determinante nach oben

vertauscht wird. Dabei kommt, abhängig von k ein Vorzeichenwechsel zustande. Dann wird die

erste Zeile, und die letzte Spalte gestrichen.

ck
1w w w w w w w ww w w w w w w w w wx y y y y y y y
N z

{{{{{{{{{{{{{{{{{
|
i1 } 1

|
i1 } 2 ... ~ i1 } N|

i2 } 1
|
i2 } 2 ...

|
i2 } N

... ... ... ....|
iN } 1

|
iN } 2 ...

|
iN } N

{{{{{{{{{{{{{{{{{ t

(452)t � � 1� k � 1� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � �� � � � � � � �
N �

�����������������
� � � ��

i1 � 1
�
i1 � 2 ... �

... ... ... ��
iN � 1

�
iN � 2 ... �

�����������������
Die  Wirkung  des Erzeugers ist  dementsprechend umgekehrt, eine Zeile  und  letzte Spalte

einfügen und an die Stelle k vertauschen. 

Den Vernichter definiert man als,

(453)ck � n1 n2 ...nk ... � � � nk � n1 n2 ...nk � 1 ... �
und den Erzeuger als,

(454)ck � � n1 n2 ...nk ... � � � � 1 � nk � � n1 n2 ...nk � 1. .. �
mit dem Vorzeichenselektor,

� � � � 1� � j � knj � � 1, � 1� .
Das Vorzeichen kommt dadurch zustande, 

(455)� n1 n2 ...nk ... � � � c1   ¡ n1 � c2   ¡ n1 ... � 0 �
ein Anwenden von ck    oder ck bedeutet dies jeweils ¢ j £ k nj -maliges Vertauschen. 

86 Quantentheorie



Man kann die folgenden Vertauschungsrelationen nachrechnen,

(456)
¤
ai, ai ¥ ¦ § 1

¤
ai, aj ¦ § 0

¤
ai ¥ , aj ¥ ¦ § 0

¤
ai, aj ¥ ¦ § ¨ ij

Die Operatoren nehmen für Fermionen dieselbe Form an, wie für Bosonen.

11.4 Feldoperatoren

11.4.1 Definition der Feldoperatoren

Der Erzeuger im Basissystem der © , wird durch den Erzeuger im System i gebildet, durch einen

Basiswechsel,

(457)
ª © « ¬ ­

i

ª i « ® i ª © «
und somit gilt auch,

(458)ā ° ± ²
i ³ i ´ µ ¶ ai °

(459)ā ± ²
i ³ µ ´ i ¶ ai.

Die Feldoperatoren erzeugen ein Teilchen am Ort x,

(460)
· ¸ ¹

xº » ¼
i ½ i ¾ x ¿ ai

¸ » ¼
i À i Á ¹

xº ai
¸

(461)
· ¹

xº » ¼
i ½ x ¾ i ¿ ai

¸ » ¼
i À i

¹
xº ai

Eine Teilchendichte läßt sich durch

(462)n
¹
xº » · ¸ ¹

xº · ¹
xº

Die Gesamtteilchenzahl ergibt sich durch

(463)N » Â d3 x Ã Ä Å xÆ Ã Å xÆ .
Der Begriff  "Zweite Quantisierung" kommt von der Analogie das die Teilchendichte formal

nun so aussieht wie die Wahrscheinlichkeitsdichte im Zustand Ã .

Auch die weiteren Operatoren lassen sich auf die Feldoperatoren umschreiben. 

11.4.2 Umschreibung der Operatoren

T Ç È
ij

ai Ä Tij ai Ç È
ij

Â d3 x ai Ä É i Ê Å xÆ ËÌÍÍ Î Ï 2Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð ÐÐ Ð Ð Ð
2m Ñ 2 ÒÓ ÔÔ Õ j Ö x× aj
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(464)Ø Ù 2Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ÚÚ Ú Ú Ú
2m Û d3 x Ü Ý Þ ß xà á â ß xà

Bei  der Rechnung wurden lediglich  die  Definitionen ausgenutzt, analog sind alle  anderen

wichtigen  Operatoren umschreibbar, es  wird  immer  (442)  und  (445)  genutzt.  Der

Hamiltonoperator,  bestehend  aus  kinetischer  Energie,  Einteilchenpotential  U  und

Zweiteilchenpotential V schreibt sich schließlich,

H ã ä d3 x åæçç è 2é é é é é é é éé é é é
2m ê ë ì í xî ê ë í xî ï U ð xñ ò ó ð xñ ò ð xñ ôõ öö ï

(465)ï 1÷ ÷ ÷ ÷ ÷
2 ø d3 x ø d3 x´ ò ó ð xñ ò ó ð x ñ́ V ð x, x ñ́ ò ð xñ ò ð x ñ́

Auch die Stromdichte ist in Analogie zur 1ten Quantisierung anzugeben,

(466)j ð xñ ù ú÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷
2mi û ü ý þ ü ÿ � þ ü ý � ü �

11.4.3 Bewegungsgleichung der Feldoperatoren

Im Heisenbergbild beinhalten Operatoren die Zeitabhängigkeit. Ihre Zeitentwicklung ist durch

eine unitäre Transformation gegeben,

(467)� �
x, t� � ei Ht� � � �� � �� 	 
 x, 0� e� i Ht
 
 
 
 
 
 
�

wobei für  H  (465) eingesetzt werden kann, und man eine nichtlineare Schrödingergleichung

erhält, in der noch ein nichtlinearer Term wegen des Zweiteilchenpotentials übrigbleibt,

i � � t � � � � 2� � � � � � � �� � � �
2m � 2 � U � x� � � � x, t� �

(468)� � d3 x �́  � x ,́ t� V � x, x �́ � � x ,́ t� � � x, t�
Man rechnet dies nach über die Heisenberggleichung.

11.4.4 Impulsdarstellung

Die normierten Eigenfunktionen des Impulses sind,

(469)
!

k � x� " 1# # # # # # # ## # # # # # #$ % % % % %
V

eikx

(470)V & Lx Ly L´z

mit den Randbedingungen,

(471)eik ' x ( Lx ) * eikx,

werden die möglichen Werte des Wellenzahlvektors eingeschränlt,

(472)k * 2 + ,-.. nx/ / / / / / / / /
Lx

,
ny/ / / / / / / / /
Ly

,
nz/ / / / / / / /
Lz 01 22 .
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Mit  Hilfe  von  (469)  rechnet man die  Eingänge  des Hamiltonians einzeln aus, z.b.  das

Einteilchenpotential, 

(473)3 k´ 4 U 4 k 5 6 7 d3 x 8 k´ 9 : x; U< k : x;
(474)= 1> > > > > > >

V ? d3 x U e@ i A k´ @ kB x

(475)C k´ D U D k E = 1> > > > > > >
V

Uk´ @ k

Auch für daß Zweiteilchenpotential läßt sich die Fouriertransformierte einführen, 

(476)V : x; = 1> > > > > > >
V F

q

Vq eikx,

und mit Hilfe  der G -Definition findet man eine Darstellung für  V   [...]. Zusammen ergibt sich

der Hamiltonian im Impulsraum, der sich mit den k-Erzeugern und Vernichtern dann schreibt

als gemäß (446),

(477)

H H I
k J 2 k2K K K K K K K KK K K K K K K K

2m
ak L ak M 1K K K K K K K

V
I
k´,k

Uk´ N k ak´ L ak M
M 1K K K K K K K KK K K K

2V
I
q,p,k

Vq apL q L ak N q L ak ap

Die Vertauschungsrelationen lauten hierfür,
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§12 Fermionen & Bosonensysteme
Anwendungsideen der Vielteilchentheorie

12.1 Nichtwechselwirkende Fermionen

12.1.1 Berücksichtigung des Spins

Der Spin wird nun zusätzlich berücksichtigt, dabei geht der Anzahloperator über in,

(478)n O xP Q R S O xP R O xP T n U xV W X Y Z Y [ \
x] Z Y \

x]
Den Hamiltonoperator unter Berücksichtigung des Spins schreibt man dann als,

H ^ _ Y ` d3 x abcc d 2e e e e e e e ee e e e
2m f Z Y [ f Z Y g

U
\
x] Z Y [ Z Y hi jj

g 1e e e e e
2

_Y
,

Y
´

` d3 x d3 x Ź Y [ \
x] Z Y

´

[ \
x ]́ V

\
x, x ]́ Z Y

´

\
x ]́ Z Y \

x]
Mit den zugehörigen Vertauschungsrelationen für die spinabhängigen Feldoperatoren,

(479)
k Z Y \

x] , Z Y
´

\
x ]́ l m n 0

(480)
o p q r s

xt , p q
´

r s
x t́ u m n 0

(481)
o p q s

xt , p q
´

r s
x t́ u m n v q q

´ v s
x w x t́

und die Erzeuger und Vernichter mit Spin,

(482)
o
ak

q
, ak´

q
´ u m n 0

(483)
o
ak

q r
, ak´

q
´

r u m n 0

(484)
o
ak

q
, ak´

q
´

r u m n v kk´ v q q
´

12.1.2 Fermi-Kugel

 Bei einem Fermi-Gas sind alle Zustände bis zur "Fermi-Energie" besetzt. Dies gilt  aufgrund

des Pauli Prinzips, nachdem Fermionen nie in  demselben Zustand sein dürfen. Wir  erfassen

diesen "Gesamt"Zustand durch

(485)
x y

0 z n {| p | } kf ~ � ap � � � 0 �
wodurch auch gleich alle Spins abgedeckt sind. Man spricht auch von der sog. Fermi-Kugel, da

räumlich  die  betragliche Begrenzung eine Kugel  ergibt. Dies äußert  sich auch durch den

Erwartungswert des Teilchenzahloperators, der entweder 1 oder 0 ist, jenachdem ob der Wert

von k innerhalb oder außerhalb der Fermikugel liegt.
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Die Fermi-Energie ist dann definiert über folgende Überlegung,

N � �
p, � np, � � 2 �� p � � kf

1 � 2V � kf

0

d3 p� � � � � � � �� � � � � � � � ��
2 � � 3

� V kf
3� � � � � � � �� � � � � � � � �

3 � 2

(486)kf
3 � 3 � 2 N� � � � � � � �� � � � � � � �� � � �

V

(487)E � � 2 kf
2� � � � � � � �� � � � � � � � � � �

2m

12.1.3 Paarverteilungsfunktion

Als  nächstes soll eine Hilfsfunktion betrachtet werden, die Aufschluß über das Verhalten von

Fermionen gibt. Die sog. Paarverteilungsfunktion gibt an in  welchem Abstand zwei Teilchen

gleichen Spins mindenstens haben müssen. Sie ist  ein Maß für  die Wahrscheinlichkeit ein

"Teilchenpaar" im Abstand � x-x´ �  zu finden. 

Ausganspunkt bildet, 

� � ´ � x, � � � � � � � x� �   ¡
ein Teilchen wird durch �  an der x entfernt. Die Dichte wird nun durch den Anzahloperator

berechnet. Dafür setzen wir daß Matrixelement,¢ £ ´ ¤ x, ¥ ¦ § ¨ © ´ ª ¤ x ¦́ ¨ © ´ ¤ x¦ § £ ´ ¤ x, ¥ ¦ « ¬
(488)¬ ¢ £ § ¨ © ª ¤ x¦ ¨ © ´ ª ¤ x ¦́ ¨ © ´ ¤ x¦ ¨ © ¤ x¦ § £ « ¬ ­ n® ® ® ® ®

2 ¯ 2
g° ° ´ ± x ² x ³́

Ausrechnen kann man dies nun, indem man die Definitionen für  ́ µ  und ́  nimmt, dort die

Impulseigenfunktionen  einsetzt, und schaut was rauskommt. Dabei ist eine Fallunterscheidung

wichtig, 

(489)bsp. ´ µ ¶ 1· · · · · · · ·· · · · · · ·¸ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹
V º p

e» ipx ap ¼
½ ¾ n¿ ¿ ¿ ¿ ¿

2 À 2
gÁ Á ´ Â x Ã x Ä́ Å 1¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿

V2 Æ
k,k ,́q,q´

eÇ i È k É k´ Ê x Ë i Ì qË q Ế x´

(490)Í Î Ï akÐ Ñ aqÐ ´ Ñ aq Ð́ ´ ak´ Ð Ï Î Ò
Hier  wird  nun die Fallunterscheidung wichtig,  (1)  Ó Ô Ó ´  Õ  k=k´  und q=q ,́  in  diesem Fall

unterscheiden sich die beiden Teilchen und man erhält

(491)gÖ Ö ´ × x Ø x Ù́ Ú 1 für Û Ü Û .́
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Dieses Ergebnis bedeutet, daß für  unterschiedliche Spins die Wahrscheinlichkeit unabhängig

vom Abstand ist, somit gilt für Teilchen ungleichen Spins nicht das Pauli-Prinzip.

(2) Ý =Ý ´,  was Gleichheiten in den Wellenzahlen nach sich zieht führt dann auf,

(492)gÞ Þ ´ ß x à x á́ â 1 à 9ã ã ã ã ã ã ã ã
x6 ß sinx à xcosxá 2

2 4 6 8 10 12

0.9825
0.985
0.9875
0.99

0.9925
0.995
0.9975

wobei  deutlich  daß  Korrelationsloch zu  bei  x=0  zu  sehen ist.  Dahinter  steigt  die

Wahrscheinlichkeit immer  mehr, daß beide Teilchen den Abstand, der  auf  der  x-Achse

eingetragen wird, besitzen.

12.2 Wechselwirkende Fermionensysteme

12.2.1 Grundlagen

Klassisch  werden  durch  Fermionensysteme Plasmen  beschrieben, quantenmechanisch

Festkörper.  Wir  gehen aus  von  einem zusammengesetzten Hamiltonian  aus, der  neben

entsprechender kinetischer Energien auch eine Elektron-Elektron, eine Elektron-Ion, und eine

Ion-Ion-Wechselwirkung beinhaltet

(493)H â Hee ä Hei ä Hii .

(494)
Hee å æ

i ç 1

Ne pi
2è è è è è è è èè è è è

2m é 1è è è è è
2

1è è è è è è è èè è è è è è è è
4 ê ë 0 ì

i, j

j í i

e2î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î î îî î î îï r i ð r j
ï

(495)Hei ñ ò
i ó 1

Ne ò
mó 1

Ni

vei ô ri ð Rmõ
(496)Hii ñ ö

m÷ 1

Ni

Pi
2ø ø ø ø ø ø ø øø ø ø ø ø

2M ù ú
m,n

Vii û Rm ü Rný
12.2.2 Mögliche Approximationen

(1)  Die  Elektronenbewegung wird  in  einem starren Ionengitter angenommen. Dies  führt

Blochfunktionen in periodischen Potentialen. Realisiert im Phononenmodell.
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(2) Wir können die eþ -Bewegung im ausgeschmierten Ionenhintergrund betrachten. Realisisert

durch Plasmonen.

(3)  Die Ionenbewegung kann vor einem ausgeschmierten eþ -  Hintergrund betrachtet werden.

Dies passiert, wenn die eÿ  genug Zeit haben sich auf die Ionenbewegung hin einzustellen.

12.2.3 Beispiel: Jellium-Modell

(1) Ne-Elektronen treten mit Coloumbwechselwirkung auf.

(2) Es sind Ni einfach geladene Ionen vorhanden.

(3) Die Ionen bilden einen ausgeschmierten Hintergrund.

In diesem Modell interessiert man sich für hochfrequente, langwellige Phononen, in Festkörper

wo die Ionendichte ni(r)  = Ni� � � � � � �
V =const. angenommen wird.  Die Blochfunktionen gehen dort in

periodische Wellen über.

12.2.4 Aufstellung des Hamiltonians

Wie bereits erwähnt, müssen wir in (493) alle Terme berücksichtigen.

Hii
� 1� � � � �

2
e2� � � � � � � �� � � � � � � �

4 � �
0

�
d3 r

�
d3 r´�

Summationgeht

in Integration

über

ni � r � ni � r �́� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �	 r 
 r´ 	 e� � 
 r � r´ 
�
Konvergenz

erzeugender

Term

(497)� Hii � e2� � � � � � � �� � � � � � � �
8 � � 0

4 �� � � � � � � � � �� 2

N2� � � � � � � � � �
V

Herkunft  der  Formel:  Nolting  EDynamik,  5.Aufl.  Seite  63  (2.47),  Feldenergie einer

kontinuierlichen Ladungsverteilung.

Der  Konvergenzerzeugende Term  ermöglicht  es  die  Abschwächung  der  Ion-Ion-

Coloumbwechselwirkung durch die e�  noch mitzuerfassen.

(498)Hei � � e2� � � � � � � �� � � � � � � �
4 � � 0

N2� � � � � � � � � �
V

4 �� � � � � � � � � �� 2

(499)Hee � e2� � � � � � � �� � � � � � � � � � �
2 � 0 V

4 �� � � � � � � � � �� 2 � � N � N2�
Aus diesen 3 Termen rechnet man den Gesamthamiltonian aus, wobei sich 2 der Terme wieder

gegeneinander wegheben.
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(500)

H  !
k, " # 2 k2$ $ $ $ $ $ $ $$ $ $ $ $ $ $ $

2m
ak" % ak" &

& e2$ $ $ $ $ $ $ $$ $ $ $
2V

!
k,k´,q, " , " ´

q' 0

4 ($ $ $ $ $ $ $ $ $ $
q2 ak % q, " % ak´ ) q, " ´ % ak´ " ´ ak"

12.2.5* Genäherte Lösung; *Hartree-Fock-Näherung

Jede Form einer exakten Lösung der Schrödingergleichung für  mehr als zwei Elektronen ist

aussichtslos. Um  dennoch akzeptale Voraussagen zu  machen, wurden Näherungsverfahren

entwickelt, die helfen sollen die Energieniveaus abzuschätzen. Beim Hartree-Verfahren wird

ein Elektron im  Kernpotential beschrieben, welches noch zusätzlich  ein Potential durch die

anderen Elektronen verspürt. Die Näherung liegt also in der Wahl des Potentials.

Die  Modifikation  Hartree-Fock beinhaltet dabei noch zusätzlich  die Vielteilchenvorstellung,

realisiert durch die Slaterdeterminante.

In  unserem Fall  werden wir  wie  folgt  vorgehen: Zunächst  wird  die  kinetische Energie

bestimmt,und dann die  potentielle Energie in  erster Ordnung Störungstheorie als Störterm

identifiziert; zusammengenommen erhält man somit ein genähertes Ergebnis.

Die kinetische Energie berechnet sich aus (500) zu

(501)E* 0+  , - 0 . HKin . - 0 /  # 2$ $ $ $ $ $ $ $$ $ $ $
2m

!
k, " k2 0 1 kf 2 k3

mit 4 0 gegeben aus (485), und der Heavyside-Funktion 0 . Das Ergebnis einer Integration über k

ist, in dem bereits rs=
r05 5 5 5 5 5
a0

 benutzt wurde,

(502)E6 07 8 e25 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 5
2a0

2.215 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 5 5 5 55 5 5
4 9 rs

2 N

Als nächstes wird die potentielle Energie in erster Ordnung berechnet, dabei ergibt sich,

(503)E6 17 8 0.9165 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 5 5 5 5 5 5
rs : ryd;

mit der Definition des ryd, 

(504)1 ryd 8 15 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 5 5 5 5
4 9 < 0

e25 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5
2aBohr

8 13, 605eV

Wir erhalten zusammenfassend folgenden wichtigen Ausdruck,

(505)E5 5 5 5 5 5 5
N : ryd; 8 = 2.21> > > > > > > >> > > > > >

rs
2

Kinetischer

Term ?
0.916> > > > > > > >> > > > > > > > > >

rs

Austausch

Term @
... A höhereTermeB C
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10 20 30 40 50

-0.1

-0.075

-0.05

-0.025

0.025

0.05

0.075

0.1

Es existiert eine bevorzugte Position bei rs D 4.83a0.

12.3 Nichtwechselwirkende Bosonensysteme

Die Bosonen werden durch den Zustand,

(506)E F G H E np0 np1, ... G
charakterisiert. Dabei erfaßt  np1  die  Anzahl der Teilchen, die  sich im  Impulseigenzustand

p1befinden. Mit den Definitionen der Feldoperatoren im Impulsraum ergibt sich die Dichte,

(507)
I F E J K J E F G H 1L L L L L L L

V M
k,k´

eN ikx K ik´x I F E ak
K ak´

E F G
(508)

H 1L L L L L L L
V M

k

nk
H NL L L L L L L

V
H n

Genau wie den Fermionensystemen. Wir betrachten nur Spin=0.

Die Paarverteilungsfunktion kann man ebenfalls wie bei Fermionen erhalten,

n2 g O x P x Q́ H I F E J K O xQ J K O x Q́ J O x Q́ J O xQ E F G
(509)

H 1L L L L L L L L L L
V2 M

k,k´q,q´

eN ikx N iqx´ K iq´x´ K ik´x I F E ak
K ak´

K aq´ aq
E F G

Eine detailierte Betrachtung führt zu folgenden Ergebnissen :

1. Sind alle Bosonen im gleichen Zustand p0, so ist g(x-x )́ unabhängig vom Ort, und es liegen

keine Korrelationen vor.

2. Nimmt man dagegen eine gaußförmige Impulsverteilung an, so stellt sich heraus, daß die

Paarverteilungsfkt g(x-x )́  bei kleinen Abständen erhöht ist. D.h. die Wahrscheinlichkeit zwei

Teilchen nebeneinander zu finden ist größer, die Bosonen klumpen.

n2 g O x P x Q́ H n2 R 1 S eN TU U U U U
2 V x W x´ X 2 YZ

 ist dabei die Impulsbreite der Verteilung von Impulsen.
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§13 Die Dirac Gleichung
Postulate der relativistischen Wellengleichungen

13.1 Elemente der Relativitätstheorie

Die Metrik im Minkowski-Raum ist gegeben durch,

(510)[ \ ]^____________
1 0 0 0

0 ` 1 0 0

0 0 ` 1 0

0 0 0 ` 1

a
b

cccccccccccc d e f g h i ,
in den Viererkoordinaten,

(511)x0 j ct x1 j x x2 j y x3 j z,

und mit dem 4 dimensionalen "Abstand" ds,

(512)ds2 j c2 dt2 k dx2 k dy2 k dz2 l m n o dx
n

dx
o
.

13.2 Die Klein-Gordon-Gleichung

Nach  dem  Korrespondenzprinzip gehen die  Größen  der  klassischen Physik  durch  eine

entsprechende Operatorschreibweise in  die  quantenmechanische Formulierung über.  Nun

nutzen wir die relativistische Energieformel,

(513)E l p q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q q qp2 c2 r m0
2 c4

(514)E2 s p2 c2 r m0
2 c4

und setzen dort die Operatoren für E und p ein,

(515)
515 t u 2 v

t
2 w x y z 2 c2 { 2 | } m0

2 c4 | ,~ � � 2 � 1� � � � � � � �
c2 � t

2 � � 2� � m2 c4 � � � 0

was bereits auf  eine mögliche  Formulierung der  Klein-Gordon-Gleichung führt.  Um  eine

Lorentzkovarianz zu  zeigen  ist  es  mitunter  sinnvoll  die  formalen  Konventionen der

Relativitätstheorie zu übernehmen, die Differentialoperatoren lauten 

kontravariant� � � �
�
������������

� � �
ct� � �
x� � �
y� � �
z

�
�

������������ kovariant
� � � ��������������

� � �
ct� � � �
x� � � �
y� � � �
z

�
�

������������
und ihr Produkt ergibt den d´Alembert-Operator � ,

(516)� � �   �   ¡ ¢ £ ¤ ¥ £ ¥ ¤ ¦ § 1¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
c2 ¥ t

2 © ª 2«
damit schreibt man die Klein-Gordon-Gleichung (512) in verschiedenen Schreibweisen als,
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(517)
¬ ­ 2 ® ¯ m2 c4° ± ² 0,³ ´ µ ´ µ ¯ ¶ mc· · · · · · · · · ·¸ ¹ 2º » ¼

0.

Da das Produkt ½ ¾ ½ ¾  ein Lorentz-Skalar ist, spricht man von einer relativistischen invarianten

Gleichung. Die Schrödinger Gleichung ist nicht relativistisch invariant, weil in ihr Ableitungen

erster und zweiter Ordnung vorkommen.

Allgemeine Konvention:  griechische Indizes kennzeichnen alle  4  Komponenten, lateinische

lediglich die 3 Raumdimensionen. 

Es sollen nun noch Dichte und Strom berechnet werden, dafür  multipliziert  man die  KG

Gleichung mit 
» ¿

, und zieht das konjugiert komplexe der neuen Gleichung davon ab. Es führt

wiederum auf eine Kontinuitätsgleichung der Form

(518)À . Á
div j Â 0

mit 

(519)À Â i ÃÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä ÄÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä
2mc2 Å Æ Ç È ÆÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä ÄÈ t É Æ È Æ ÇÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä ÄÄ Ä Ä Ä ÄÈ t Ê ,

(520)j Â ÃÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä ÄÄ Ä Ä Ä Ä Ä
2mi Ë Æ Ç Ì Æ É Æ Ì Æ Ç Í .

Die KGGleichung hat freie Lösungen der Form,

(521)Æ Ë x, tÍ Â ei Î EtÏ pxÐ Ñ Ò
13.3 Postulat der Dirac-Gleichung

Da die Klein-Gordon-Gleichung nur Teilchen des Spins 0 erfaßt, soll eine Gleichung gefunden

werden die auch Elektronen beschreiben kann. Die Dirac-Gleichung lautet in einer Grundform,

(522)i Ó Ô t Õ Ö × Ø cÙ Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ù
i Ú k Û

k Ü Ý mc2Þ ß à Há
á  ist hierbei ein Vektor, wie bei der Pauli-Gleichung, nur mit 4 Komponenten.

Anforderungen an die Gleichung:

(1) Die Komponenten von á  müssen die Klein-Gordon-Gleichung erfüllen.

(2) Es existiert ein Viererstrom der Erhaltungsgröße ist, dessen nullte Komponente eine positive

Dichte besitzt.

(3) Die Dirac-Gleichung muß lorenzt-kovariant sein.

(4) Im nichtrelativistischen Grenzfall muß sich die Pauli-Gleichung ergeben.
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13.3.1 Kontinuitätsgleichung

Nach dem üblichen Verfahren (518) findet man,

(523)â . ã
div j ä 0

mit der Dichte â  = å æ ç  und dem Strom j , 

(524)j è cç æ é k ç
13.3.2 Eigenschaften der Dirac-Matrizen

Nach Anforderung (4) muß jede Komponente von ç  die KG-Gleichung erfüllen, daraus werden

Bedingungen für die Dirac-Matrizen formuliert,

(525)é i é j ê é j é i è 2 ë ij 1

(526)ì i í î í ì i ï 0

(527)ð Spñ k ò Spó ò 0

(528)ñ i2 ò ó 2 ò 1

Gründe für spezielle Darstellung der Dirac-Matrizen der Dimension N:

(1)  Wegen (527) muß die Anzahl positiver und negativer Eigenwerte gleich sein, womit  N

gerade sein muß

(2)  Zweidimensionale Matrizen reichen nicht,  da man nur  3  antikommutierende Matrizen

finden kann.

Die kleinstmögliche Struktur in denen die obigen Bedingungen realisiert sind ist N=4.

13.3.3 Darstellung der Dirac-Matrizen

(529)ñ i ò ôõööö 0 ÷ i÷ i 0 øù úúú û ü ýþÿÿ 1 0

0 � 1

�� �� � , � � � 2 � 	 2

Dies sind die Matrizen in einer speziellen Wahl der Darstellung. 

13.3.4 Kovariate Form der Dirac-Gleichung; Clifford-Algebra

(522) kann umgeformt werden gemäß,

i � � t 
 � c� � � � � � � �

i � k � k 
 � mc2� � � 0 � � � � c� �
i � �� � � � � �

c � t � �� � � � �
i

� � k � k

�
mc�  ! 0" # $ % &

0
#

i
$ % ' k &

k
#

mc( ) * 0
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(530)+ ,
i - . / . 0 mc1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 3 4 5 0

Man kann dies weiter vereinfachen, durch die Daggerschreibweise von Feynman. Dabei wird6 7  zu einem Symbol zusammengefaßt.

Weitere Darstellung der Dirac-Matrizen erhält man über 6 8 M 6 M.

Die 6 -Matrizen müssen die sog. Clifford-Algebra erfüllen,

(531)6 i 6 j 9 6 j 6 i 5 2 : ij 1

13.3.5 Kopplung an das elm. Feld und nichtrelativistischer Grenzfall

Die Dirac-Gleichung wird minimal an das elm. Feld gekoppelt,

(532)i ; 7
t 4 5 < c = < p > e? ? ? ? ?

c
A 3 9 @ mc2 9 eA B C

mit dem Operator des kinetischen Impulses, 

(533)D E p F eG G G G G
c

A

(534)H i I J t KLMM NO O OPQ Q Q RS TT U c V k W
k XYZZ [\ \ \]\ \ \ ^_ `` a b mc2 XYZZ [\ \ \]\ \ \ ^_ `` a ec XYZZ [\ \ \]\ \ \ ^_ ``

(535)

d i e f t ghii jk k kl m m m no pp q c rsttt 0 u k v
kw k v

k 0 xy zzz
{ | k }

k ~��� �� � �� � � � �� �� �
� mc2

�
�
������������

���� 1 0

0 1 �� �� ���� 0 0

0 0 �� ������ 0 0

0 0 �� �� ���� � 1 0

0 � 1 �� ��
�
�

������������� �
���� �� � �� � � � �� �� � e� � ¡¡ ¢£ £ £¤£ £ £ ¥¦ §§

(536)c � ¡¡¡ 0 ¨ k ©
k¨ k ©

k 0
¥¦ §§§ � ¡¡ ¢£ £ £¤ £ £ £ ¥¦ §§ ª c

�

 

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
0

� ¡¡¡¡¡¡¡
¨ x¨ y¨ z

¥¦ §§§§§§§ «
¬
­®®®®®®®

¯
x¯
y¯
z

°
± ²²²²²²²¬

­®®®®®®®
³

x³
y³
z

°
± ²²²²²²² «

¬
­®®®®®®®

¯
x¯
y¯
z

°
± ²²²²²²²

0

°

±
²²²²²²²²²²²²²²²²²²²²²²

¬­®®
´µ µ µ¶ µ µ µ °± ²²

(537)· c

¬­®®®
0 ³

x
¯

x ¸ ³
y

¯
y ¸ ³

z
¯

z³
x

¯
x ¸ ³

y
¯

y ¸ ³
z

¯
z 0

°± ²²²
¬­®®

´µ µ µ¶ µ µ µ °± ²²
(538)¹ i º » t ¼½¾¾ ¿À À ÀÁÂ Â Â ÃÄ ÅÅ Æ c ÇÈÉÉ Ê Ë ÌÍ Í ÍÊ Ë ÎÍ Í

ÏÐ ÑÑ Ò
mc2 ÓÔÕÕ Ö× ×Ø Ù Ú Ú Ú ÛÜ ÝÝ Þ eß àáââ ãä ä äå ä ä ä æç èè

Zur Energieabspaltung wird folgender Ansatz gewählt, 
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éêëë ìí í íîí í í ïð ññ ò eó i mc2ô ô ô ô ô ô ô ôô ô ô ôô ôõ t ö÷øø ùú ûü ýý
bei dessen Einsetzen in (542) die Gleichungen

(539)i þ ÿ t ù � c� � ú � e� ù
(540)i þ ÿ t

ú � c� � ù � 2mc2 ú � e� ú
Hauptnäherung die angewendet wird, ist in (544) die Vernachlässigung aller Terme, die kein c

enthalten !

(541)� c� � 	 
 2mc2 � � 0

(542)

 � � � �� � � � � � � �� � � � � � �

2mc �
wobei �  und �  nach wie vor 2d Spaltenvektoren sind. Zurückeingesetzt in (543) erhält man,

(543)i � � t � � � 1� � � � � � � �� � � �
2m � � � � � �  ! " e# $ %

was durch einige Umformungen auf die (ausgerechnete) Fassung,

(544)i & ' t ( ) * 1+ + + + + + + ++ + + +
2m , p - e. . . . .

c
A / 2 0 e12 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2

2mc 3 B 4 e5 6 7
führt, die bekannte Pauli-Gleichung.

Bei  der Herleitung sind wir  nun nicht von irgendwelchen Spinannahmen ausgegangen, und

auch nicht von experimentellen Ergebnissen, lediglich von der Dirac-Gleichung. Der richtige

Landé Faktor ergibt sich von selbst.

Um dies besser zu erkennen kann (549) rückwertig umgeformt werden,

(545)B 8 rotA ; A 8 12 2 2 2 2
2

B 9 x ; L : r 9 p ; S : 1; ; ; ; ;
2 < =

(546)> i ? @ t A B CDEE p2F F F F F F F FF F F F
2m G eF F F F F F F FF F F F F F F

2mc H L I 2SJ B I e2F F F F F F F FF F F F F F F F F F
2mc2 A2 I eK LM NN O

(547)Hint P Q R B S e2T T T T T T T TT T T T T T T T T T
2mc2

A2 S eU
(548)V W X W

Bahn S W
Spin

X eT T T T T T T TT T T T T T T
2mc Y L S 2SZ

(549)V W
Spin

X g
eT T T T T T T TT T T T T T T

2mc
S

(550)V g X 2

100 Quantentheorie



§14 Relativistische Quantenmechanik
Anwendungen & skizzierte Lösungswege

In den folgenden Abschnitten befinden sich Lösungen zu den oben aufgeführten relativistischen

Wellengleichungen.

14.1 Lösungen der Dirac-Gleichung für  freie Teilchen

14.1.1 Ruhendes, freies Teilchen

Die räumlichen Ableitungen werden in diesem Fall zu Null, und von (522) bleibt

(551)i [ \ t ] ^ _ mc2 `

(552)
a b

t

c
d
eeeeeeeeeeee

cdee f 1f 2

gh ii
cdee j 1j 2

kl mm
k
l

mmmmmmmmmmmm
n o

p q imc2

r
s
tttttttttttt

1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

0 0

q 1 0

0 q 1

u
v

wwwwwwwwwwwwx y

z
{
||||||||||||

z{|| } 1} 2

~� ��
z{|| � 1� 2

~� ��
~
�

������������
� �

(553)� �
t } 1 � mc2 } 1 ... ...

(554)} 1 � e� imc2� � � � � � � �� � � �� t

�
�
������������

1

0

0

0

�
�

������������ ; � 2 � e� imc2� � � � � � � �� � � �� t

�
�
������������

0

1

0

0

�
�

������������

(555)�
1 � e

imc2� � � � � � � �� � � �� t

�
�
������������

0

0

1

0

�
�

������������ ; �
2 � e

imc2� � � � � � � �� � � �� t

�
�
������������

0

0

0

1

�
�

������������
Die Lösungen lassen sich mit � =c=1 also schreiben als, 

(556)
� � � � �

x� � ur
�
m, 0� e� imt �   � � �

x� � vr
�
m, 0� eimt

mit,

u1
�
m, 0� �

¡
¢
££££££££££££

1

0

0

0

¤
¥

¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦ ; u2
�
m, 0� �

¡
¢
££££££££££££

0

1

0

0

¤
¥

¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦ ; v1
�
m, 0� �

¡
¢
££££££££££££

0

0

1

0

¤
¥

¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦ ; v2
�
m, 0� �

¡
¢
££££££££££££

0

0

0

1

¤
¥

¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦¦
14.1.2 Spinoren mit endlichen Impuls

Im Gegensatz zu den exponentiell abfallenden Lösungen von (556) werden nun Lösungen mit

einem Impuls gesucht.  Dabei wird die Dirac-Gleichung ohne Potential verwendet,
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(557)
i § ¨ t ©ª«« ¬­ ®¯ °° ± ² c³ p ´ mc2 µ ¶ ·¸¹¹ º» ¼½ ¾¾

mit dem formalen Skalarprodukt

(558)³ p ¿ ÀÁ Á Á Á Á
i Â k ÃÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä ÄÄ Ä Ä ÄÃ xk

wählt man den Ansatz,

(559)Å Æ
x, tÇ È Å Æ

xÇ e
iÉ É É ÉÊ Ë t

(560)
Ì Í

x, tÎ Ï
Ð
Ñ
ÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒÒ

Ì
1Ì
2Ì
3Ì
4

Ó
Ô

ÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕ Ï ÐÑÒÒ Ö Í
x, tÎ× Í
x, tÎ ÓÔ ÕÕ

und setzt ihn in (557) ein, so ergibt sich,

(561)Ø ÙÚÛÛ Ü Ý xÞß Ý xÞ àá ââ ã
c ÙÚÛÛ 0 ää 0

àá ââ
p ÙÚÛÛ Ü Ý xÞß Ý xÞ àá ââ å

m0 c2 ÙÚÛÛ 1 0

0 æ 1

àá ââ ÙÚÛÛ Ü Ý xÞß Ý xÞ àá ââ
(562)Ø Ü ã

c ä pç è é m0 c2 ê
(563)ë è ì c í pç ê î m0 c2 è

mit dem weiteren freien Impulsansatz, der dann den zu pç  gehörigen Impulseigenwert p liefert,

(564)

ïðññ ê ò xóè ò xó ôõ öö ì ïðññ êè ôõ öö
e

i÷ ÷ ÷ ÷ø p r .

(565)
ù ò ë î m0 c2ó 1 ê

0
î cí pè 0î cí pê

0 é ò ë é m0 c2ó 1 è 0

Dies entspricht einem linearen Gleichungssystem, das nur dann eine Lösung hat, wenn die

Determinante Null ergibt,

(566)det

ïðñññ ò ë î m0 c2ó î cí pî cí p ò ë é m0 c2ó
ôõ ööö ì 0

(567)ú û ü ý Ep þ c ÿ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �p2 � m0 c2

löst man die untere Gleichung von (565) nach � 0 auf, so gilt

(568)
c � � p�� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � �� � m0 c2 � 0 	 � 0.

(569)

p,� � N

Normierung
 ������ �
0

c � � p �� � � � � � � �� � � � � � � � � �� � m0 c2 � 0

�� �����
0  ist  damit  allerdings noch  nicht  bekannt. Die  Normiergung N  wird  zunächst  über

Orthonormalitätsbedingung bestimmt:� � �
,p  �

´,p´ d3 x ! " # ,# ´ " $ p % p &́ ,
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' N2 ( 1 ) c2 p2* * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * *+
m0 c2 ) , Ep- 2 . / N 0 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2m0 c2 3 4 Ep5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5 5 5 5 55 5 5 5

2 4 Ep

Das noch nicht  bestimmte 6 0  "setzt"  man als 6 1= 7899 1

0 :; <<  und  = 2= >?99 0

1 :; << ,  und  man erhält  das

Endergebnis,

(570)
@

p,A ,r B C D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D Dm0 c2 E F EpG G G G G G G G G G G G G G G GG G G G G G G GG G G G G G G GG G G G
2 F Ep

>?9999 = r

c H I p JK K K K K K K KK K K K K K K K K KL M m0 c2 N r OP QQQQ e
iR R R RS p r e

iT T T TS U Et

Es entscheidet V  über das Vorzeichen der Energie, p über den Impulseigenwert und r über die

Spinprojektion. Da W 0nicht festgelegt war, mußte ein weiterer Operator genutzt werden,

(571)
X

p Y Z[\\ 0 ]] 0 ^_ `` p
(572)

a
H, b pc d 0

Schneller, aber noch zu normieren ist  jedoch die Schreibweise von (570), benutzt als freie

Lösung mit separierter Zeit:

e f
xg d eikx hijjjjjjjjjjjjj

1

0
kk k k k k k k kk k k k

El m

0

m
n

ooooooooooooo
14.2 Gebundener Zustand eines p -Mesons: Das Pionische Atom

14.2.1 Klein-Gordon-Gleichung im elm. Feld

Ausgangspunkt ist Gleichung (515), in der nun die minimale Kopplung eingerechnet wird,

(573)q r 2 s
t
2 t u v w 2 c2 x 2 y z m0

2 c4 { ,

(574)|
i } ~ t � e� � 2 � � c2 � �� � � � �

i � � e� � � � �
c

A � 2 � �
m0

2 c4
�

14.2.2 Lösung der KG-Gleichung

Abspalten der Energie:

(575)
� �

x, t� � � �
x� e� i E� � � � �� t

(576)� � E � e� � 2 � � c2 � �� � � � �
i � � e� � � � �

c
A � 2 � � m0

2 c4 �
Spezialfall: Sphärisches, symmetrisches Potential mit   (r) und A=0:

(577)
¡
E ¢ e£ ¤ 2 ¥ ¦ ¡ ¢ § 2 c2 ¨ 2 © m2 c4¤ ¥

Analoge Rechnung zum nichtrelativistischen Fall, auch hier Separation,
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(578)ª «
r, ¬ , ­ ® ¯ R ° r ® Ylm ° ¬ , ­ ®

die auf eine zu (208) ähnliche Gleichung führt, indem man ±  in  Kugelkoordinaten in  (577)

einschreibt, nach einzelnen Variablen sortiert, die Teilgleichung mit der Eigenfunktion Y  löst

(die  Lösung kennt man ja  bereits), und dann diese Lösung wieder in  der separierten Gl.

einbettet,

(579)
² ³ 1´ ´ ´ ´ ´

r
d´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
dr

d´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
dr

r µ l ° l µ 1®´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´ ´ ´
r2 ¶ R ¯ ° E ³

e· ° r ® ® 2
³

m2 c4´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´¸
2 c2 R.

Betrachtet man ein ¹ -Meson im Kernfeld, so gilt für das Potential,

(580)eº » ¼ Ze0
2½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½½ ½ ½ ½ ½ ½ ½

r

eingesetzt in (579) ergibt sich nach einigen Substitutionen, darunter ¾ =¿ r  eine Dgl. für R, die

wiederum die Gestalt einer entsprechend nichtrelativistischen Schrödingerformulierung besitzt.

Die Asymptotischen Grenzfälle, À Á 0 und Â Ã Ä  liefern einen strukturellen Ansatz,Â R Å Â Æ Ç È ÉÊ Ê Ê Ê Ê Ê
2 Ë l´ Ì 1

eÍ Î Ï 2 Ð Ñ Ò Ó 2Ô
der zusammen mit der Differentialgleichung eine Rekursionsgleichung ergibt, die so beschaffen

ist,  daß sie  auf  Õ eÖ  führt.  Daher muß die  Potenzreihe für  × (Ø )  abbrechen. Durch  die

Abbruchbedingung erhält  man eine Gleichung für den Energieeigenwert E, der nach einsetzen

aller Substitutionen in einer Potenzreihe von Ù 2 Ú Û ZÜ Ý 2 entwickelt werden kann,

(581)
E Þ mc2 ß Ryà à à à à à à à à

n2

vgl.á â
227ã ä

Ryå 2æ æ æ æ æ æ æ ææ æ æ æ æ æ æ æ
n3 ç 1æ æ æ æ æ æ æ æ æ æ æ æ æ æ æ ææ æ æ æ æ æ

l è 1 é 2

ä
3æ æ æ æ æ æ æ æ æ æ

4n êë
rel. Korrektur è ì í Ryî 4ï

14.3 Dirac-Gleichung im Coulomb-Potential

14.3.1 Raumspiegelung und Parität der Spinoren

Lorentztransformation der Raumspiegelung:

(582)
ð ñ ò ó ôõöööööööööööö

1 0 0 0

0 ÷ 1 0 0

0 0 ÷ 1 0

0 0 0 ÷ 1

ø
ù úúúúúúúúúúúúworaus man mit 

(583)Sû 1 ü ý S þ ÿ ý � ü � þ � � � � �
die Transformation S bestimmt. Die Lösung dazu lautet

(584)S � P � ei � � .

Somit ist der Paritätsoperator P gefunden.
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14.3.2 Aufstellung der Dirac-Gleichung mit Potential

Im Coulombfeld gilt das Potential,

(585)V � e� � 	 Z e0
2
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 


r

(586)i � � t 
 � � c� � p � e� � � � �
c

A � � � mc2 � e� � �
für A=0, folgt mit dem korrekten Potential:

(587)HDirac � c � p � � mc2 � V � r �
Durch Abspalten der Energie erhält man wieder die stationäre Dgl.: 

(588)
 !

x, t� "  !
x� e# i Et$ $ $ $$ $ $%

(589)& H' ( ) c* p + , mc2 + V - r . / 0 1 E0
(590)H 2344 56 78 99 : ; c <= = = = =

i > ? @ A mc2 @ V B r C D EFGG HI JK LL
14.3.3. Gesamtdrehimpuls als geeignete Observable

Die Operatoren Lz, M z,  und L2  vertauschen nicht mit  H. Der Gesamtdrehimpuls J kommutiert

dagegen mit H,

(591)J N L O S N L 1 O PQ Q Q Q Q
2 R

damit gibt es gemeinsame Eigenzustände von Jz, J2 und H. 

(592)
S
Lz, HT U i V c W X x py Y X y px Z U Y [ Sz, HT\ [ Jz, HT U 0

Damit können aus den Eigenzuständen zu J, auch Eigenzustände für H gefunde werden. 

(593)mj U ml ] ms U ml ^ 1_ _ _ _ _
2

(594)` a l ml b c d e f g l mj h 1i i i i i
2 e g d e

(595)g l ml e g j k l m l mj n 1o o o o o
2 k m j k

(596)m l mj p 1o o o o o
2 k m q r s Yl,mj t 1u u u u

2

vwxx 1

0

yz {{
(597)| l mj } 1~ ~ ~ ~ ~

2 � � � � � Yl,mj � 1� � � �
2

���� 0

1

�� ��
(598)

Jz � l mj � 1� � � � �
2 � � � � � � Lz � Sz� � l mj � 1� � � � �

2 � � � �
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(599)� � � mj � 1 � 2  ¡ 1¢ ¢ ¢ ¢ ¢
2 £ ¤ l mj ¥ 1¦ ¦ ¦ ¦ ¦

2 § ¤ ¨ §
damit  sind  Eigenzustände  zu  Jz  (und  J2)  gefunden. Damit  sind  (593)  und  (594)  auch

Eigenzustände zu H.

Da der Wechsel zu den Eigenfunktionensystem der J einen Basiswechsel darstellt, muß man die

Clebsch-Gordan-Koeffizienten mitbetrachten,

¤ j j1 j2

© 1ª ª ª ª
2

mj «¬ ­
jlm

®
m̄1 m2 ° j1 j2 m1 m2 ± j j1 j2 mj ²Clebsch³ Gordan³ Faktoren ± j1 j2 m1 m2 ²Yl m1 ´ µ

¶ · ¸ ¹º»» 1

0 ¼½ ¾¾ für m2
¸ 1¿ ¿ ¿ ¿ ¿

2
¶ À ¸ ¹º»» 0

1 ¼½ ¾¾ für m2
¸ Á 1¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿

2

Das ergibt mit  fertig  ausgerechneten CG-Koeffizienten Â 1,Â 2,Â 3,  und Â 4,  zwei verschiedene

Drehimpulskombinationen

(600)
Ã

j Ä l Å 1Æ Æ Æ Æ
2 , l, 1Æ Æ Æ Æ

2 Ç ÈÉÊÊÊÊ Â 1 Yl, mj Ë 1Æ Æ Æ Æ
2Â 2 Yl,mj Å 1Æ Æ Æ Æ
2 ÌÍ ÎÎÎÎ Ã

j Ä l Ë 1Æ Æ Æ Æ
2 , l, 1Æ Æ Æ Æ

2 Ç ÈÉÊÊÊÊ Ï Â 3 Yl, mj Ë 1Æ Æ Æ Æ
2Â 4 Yl,mj Å 1Æ Æ Æ Æ

2 ÌÍ ÎÎÎÎ
Mit 

(601)
Ð

1 Ñ Ò Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ój Ô mÕ Õ Õ Õ Õ Õ Õ ÕÕ Õ Õ Õ Õ Õ Õ Õ Õ Õ
2 j Ö 2 × Ø Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ù Ùj Ú mÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û Û Û Û

2 j Ü 3 Ý Þ ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ßj Ú m à 1Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û
2 j Ü 4 Ý Þ ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ß ßj à m à 1Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û

2 j

14.3.3 Parität als weiterer Operator

Da  noch  nicht  bekannt ist,  wie  man   die  Lösung (600)  sinnvoll  zu  Lösungen von  H

zusammensetzt.

(602)Pá â ã ä
(603)ei å æ çèéé êë ìí îî ï ð ñòóó ôë ìí îî

(604)ei õ ñòóó 1 0

0 ö 1 ìí îî ñòóó ôë ìí îî ï ð ñòóó ôë ìí îî
D.h. ô  und ë  haben umgekehrte Parität.

14.3.4 Ansatz und System im Coulomb-Potential

Ausgehendvon ÷ 587ø setztmandieMatrizenù undú einsoerhält man,

(605)
û
E ü mc2 ü V ý þ ü ÿ� � � � �

i
� � � � 0

(606)
�
E � mc2 � V � 	 
 �� � � � �

i

 � � � 0

Man nutzt nun den Ansatz,
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(607)�
jm � ������ i G � r �� � � � � � � �� � �

r � jlm� F � r�� � � � � � � � � �
r � jl´m

��     
abhängig von der ursprünglichen Wahl der Verknüpfung,

(608)l´ ! l " 1 für j ! l " 1# # # #
2

l $ 1 für j ! l $ 1# # # #
2

Eingesetzt in  das System (605,606) ergibt  der  Ansatz (607)  dann, nach technisch nicht

einfachen Rechnungen, ein System von gekoppelten Differentialgleichungen, in  dem bereits

einige Substitutionen vorgenommen wurden,

(609)

dG# # # # # # # # # #
dr

! $ %& & & & &
r

G ' ( ) E * m0 c2+ 1, , , , , , , ,-
c

* Z ./ / / / / / / // / /
r 0 F,

dF1 1 1 1 1 1 1 1 1
dr 2 31 1 1 1 1

r
F 4 5 6 E 7 m0 c28 11 1 1 1 1 1 1 19

c
4 Z :1 1 1 1 1 1 1 11 1 1

r 0 G.

14.3.5 Asymptotische Lösungen

Für r ; 0 werden die Terme dominant, in denen r im Nenner steht:

(610)
dG< < < < < < < < < <
dr = >< < < < <

r
G ? Z@< < < < < < < < < <

r
F A 0,

(611)
dFB B B B B B B B B
dr C DB B B B B

r
F C ZEB B B B B B B B B B

r
G A 0.

Dies würde durch eine Potenzfunktion von r gelöst,

(612)F, G F r G mit H I J K K K K K K K K K K K K K K K K K K K K KL 2 M Z2 N 2

was man dadurch erhält,  daß man den Ansatz O r P  in  (610) einsetzt, und zunächst die Dgl´s

entkoppelt, dabei kommt ein in Q  quadratischer Term zustande, der durch die PQ-Formel (612)

ergibt.  

Zunächst sollten die DGL´s nun dimensionslos gemacht werden, was durch die neue Koordinate 

(613)R S 2 T r

realisiert wird. T  ist dabei 

(614)T U 1V V V V V V V VW
c X Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Ym0

2 c4 Z E2

Weitere Asymptotik sucht man bei [ \ ] .  Mit der neuen Variablen haben wir das System

(615)
dG^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
d[ _ ` a G^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^[ b c E b m0 c2^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^

2 d e c b Zf^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^[ g F

(616)
dF^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
d[ _ a F^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^[ ` c E b m0 c2^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^

2 d e c b Zf^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^[ g G

zu analysieren, welches für [ \ ]  die Form

(617)
dG^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
d[ h E b m0 c2^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^

2 d e c
F

Quantentheorie 107



(618)dFi i i i i i i i i
dj k l E m m0 c2i i i i i i i i i i i i i i i ii i i i i i i ii i i i i

2 n o c
G

was auf die Proportionalität hindeutet

(619)G p eq r s 2 F t eu v s 2
14.3.6 Weiterer Ansatz

(620)G w x y y y y y y y y y y y y y y y y y y y yE z m0 c2 eu v s 2 { |
1 } |

2 ~
(621)F � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �E � m0 c2 e� � � 2

Asymptotik � � 1 � � 2 ~
In den � ´s steckt weiterhin eine Potenzreihenentwicklung, der sich durch ein Umschreiben von

(615,616) anbietet,

(622)� 1 � � �Asymptotik �
m� 0

� �
m � m �

2 � � � �
m� 0

� �
m � m

Damit  nun  diese  Potenzreihe  nicht  gegen  eine  Funktion  konvergiert,  die  obige

Asymptotiküberlegungen zunichte macht, hier e2 � ,  muß die Reihe vorher abbrechen. In  der

Praxis erhält  man eine Bedingung für  � , welches wiederum in (612) mit E verknüpft ist. Löst

man nach E auf, so erhält man,

(623)
E � m0 c2 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

1 � � Z �   2¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡¢
n£ j £ 1¤ ¤ ¤ ¤

2 ¥ ¦ § j ¨ 1© © © ©
2 ª 2 « ¬

Z ­ ® 2 ¯ 1° ° ° °° ° °
2 ± 2

das zweckmäßigerweise in erster Ordnung nach ² 2 entwickelt wird,

(624)

³
E´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

m0 c2 µ ¶ · Z̧ ¹ 2 º 1» » » » » » » »» » » » »
2n2

Rydbergterm¼ ½ Z¾ ¿ 2À À À À À À À ÀÀ À À À À À À À À
2n3 ÁÂÃÃÃÃ 1Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä ÄÄ Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

j Å 1Ä Ä Ä Ä
2 Æ 3Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä

4n ÇÈ ÉÉÉÉ
Feinstrukturterm Ê

Daran erkennt man, daß es sich beim ersten Term um den normalen Rydbergterm, und bei den

hinteren Termen um die Korrekturen handelt.

14.4 Die 3 Korrekturterme  der Schrödingergleichung

Als Ausgangspunkt wählen wir das Differentialgleichungssystem

(625)
625 Ë E Ì V Ì m0 c2Í Î Ï c Ð Ñ p Ò eÓ Ó Ó Ó Ó

c
A Ô Õ ,Ö

E × V Ø m0 c2Ù Õ Ú c Û Ü p × eÝ Ý Ý Ý Ý
c

A Þ ß .

14.4.1 Erste Ordnung

Da gilt

(626)E Ú m0 c2 Ø à E
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á
E â ESchrödinger

(627)

á
Eã ã ã ã ã ã ã ãã ã ã ã ã ã ã ã ã

m0 c2 ä ä 1

weil wir von einem kleinen V ausgehen.

(628)å æ ç pè è è è è è è èè è è è è è è èè è è
2m0 c é bzw. ê ë ì í p î eè è è è

c A ïè è è è è è è è è è è è è è è èè è è è è è è èè è è è è è è èè è è è
2m0 c é

eingesetzt in (625) liefert das

(629)ð
E é ñ ò ó ô õ p ö e÷ ÷ ÷ ÷

c A ø ù 2ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú úú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú úú ú ú ú ú ú ú úú ú ú
2m0 û V ü ý

also ein Pauli-Eigenwert-Problem. Diese Gleichung läßt  sich mit  einem Hilfssatz schließlich

umschreiben, so daß man die gewohnte Pauli-Form erhält,

(630)
þ

Eý ÿ � 1� � � � � � � �� � � �
2m � p � e� � � � �

c
A � � V � e�� � � � � � � �� � � � � � �

2mc � B	 

und ohne A, also A=0, auf das Schrödingerproblem kommt.

14.4.2 Nächste Ordnung

Ausgehend von dieser Beispielnäherung probieren wir nun das Potential mit einzubeziehen,

(631)
�

E � V 
 
 2m0 c2

(632)
�
2m0 c2 � � E � V � � � c� p�

(633)� � c� p� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � ��
2m0 c2 � � E � V � �  !

1 " # E " V$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $$ $ $ $ $ $ $
2m0 c2 % & p' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '' ' ' ' ' '

2m0 c2 (
mit (625) folgt wieder,

(634)
) *

E + V , ( - & p' ' ' ' ' ' ' '' ' ' ' ' ' '
2m0 . 1 + *

E + V' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '' ' ' ' ' ' '
2m0 c2 %/ f 0 r 1 2 p3

Mit der Nebenrechnung

(635)2 p f 4 r 5 2 p 6 f 4 r 5 4 2 p5 4 2 p5 7 i 8 9 : ; f < = ; p<> f = r < p2 ? i @ = ; fp A i B C D f E pF G
kommt man schließlich auf

(636)

H
EI J K L 1 M N E M VO O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O

2m0 c2 P p2O O O O O O O OO O O O O O O
2m0 Q V Q R SO O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O

4m0 c2 T U V V pWM i
RO O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O

4m0 c2 X U V Y pZ [ .

Da wir aber wissen, das

(637)1 \ [ ] ^ _ ` ] ` a ^ ] bcdd 1 e p2f f f f f f f f f f f f f f f ff f f f f f f f f
4m0

2 c2 gh ii j
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gelten muß,  wobei die  Näherung von k  benutzt wurde, wird  ein  Übergang zu  normierten

Wellenfunktionen l  nötig,

(638)l m n o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o1 p p2q q q q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q q q
4m0

2 c2 r s tuvv 1 w p2x x x x x x x x x x x x x x x xx x x x x x x x x
8m0

2 c2 yz {{| g }
Damit transformiert sich 

}
 unitär nach ~ ,

(639)~ � g� ,

und die Operatoren müssen ebenfalls unitär transformiert werden,

(640)
�

Eg� � gHg� 1 g�
(641)ESchrödinger � � H�

Dies führt schließlich auf die drei Korrekturterme, wobei zu der entsprechenden Ordnung in p

abgebrochen wird,

(642)

H � H0 � V � r � � W1 � W2 � W3

W1 � � p2� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � �
8m0

3 c2 � rel. Energie�
W2 � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � �

4m0
2 c2 � � V � p� � Spin � Bahn�

W3 � � 2� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �
8m0 c2   2 V ¡ Darwin ¢ Term£

deren Auswirkungen im nächsten Abschnitt beschrieben werden.
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§15 Theorie des Atoms
Zusammenfassung der wichtigsten Resultate für das Wasserstoffatom

15.1 Energieeigenwert des Wasserstoffatoms

Wiederholend kann zunächst der einfachste Energieeigenwert notiert werden,

(643)E ¤ ¥ m e4¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦¦ ¦ ¦ ¦ ¦
2 § 2 n2 ¨ © Ryª ª ª ª ª ª ª ªª ª ª ª ª ª

n2 .

15.2 Mögliche Korrekturterme

 Diese Korrekturen greifen in der Größenordnung,

(644)v « p¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬
m

« ­¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬¬ ¬ ¬ ¬
m a ® e2¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬­

mit dem Bohrschen Radius a,

(645)a ¯ ­ 2¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬ ¬¬ ¬ ¬ ¬ ¬
me2

.

Die Feinstrukturkonstante wird definiert als Verhältnisterm,

(646)° ± v² ² ² ² ²
c

± e2² ² ² ² ² ² ² ²³
c

15.2.1 Korrektur durch relativistische Energieformel

(647)i
³ ´

t µ H́

(648)E µ ¶ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·c2 p2 ¸ m2 c4

(649)E ¹ 1º º º º º
8 » p2¼ 2º º º º º º º ºº º º º º º º º º

m3 c2 ½ W1

15.2.2 Korrekturterm der Spin-Bahn-Kopplung

(650)¾
HSpin¿ Bahn ½ 1º º º º º º º º º º º º º º º ºº º º º º º

2m2 c2 S L
Z e2À À À À À À À ÀÀ À À À À
r3 Á W2

Eine  Begründung wurde praktisch bereits in  §8  gegeben, man kann aber auch folgende

Überlegung geltend machen,

(651)L Â B ; S Â Ã Ä E Å Æ B B Å SL
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15.2.3 Korrektur durch den Darwin-Term

Der Darwin-Term spiegelt eine Zitterbewegung des eÉ  wieder, praktisch eine Unschärfe  in

seiner Flugbahn,

(652)Ê
HDarwin Ë Ì Í 2 Ze2Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î Î ÎÎ Î Î Î Î Î Î

2mc2 Ï Ð r Ñ Ò W3

15.2.4 Korrektur durch die Hyperfeinstruktur

Hierbei wird noch das magnetische Moment des Kerns mit einbezogen,

(653)M Ò gK
ZeÓ Ó Ó Ó Ó Ó Ó ÓÓ Ó Ó Ó Ó Ó Ó ÓÓ Ó Ó

2mk c
I

I  steht für  den Kernspin, M  ist das aus diesem Spin resultierende magnetische Moment. An

dieser Stelle soll hier nur eine heuristische Betrachtung durchgeführt werden. 

(654)A Ò Ô M Õ Ö 1Ó Ó Ó Ó Ó
r

(655)× BKernspin Ø Ù Ú A

Die Korrekturenergie ist wieder das Produkt von mag.Moment und mag. Induktion,

(656)
Û

HHyprerfein Ø Ü Ý elektronBKernspin

15.3 Relativistische Energiekorrekturen;  Feinstruktue

In niedrigster Ordnung gilt,

(657)
Þ
E ß à 2á á á á á á á áá á á á

2m â 1ã ã ã ã ã ã ã
r2 äå å å å å å å å åä r æ r2 çè è è è è è è è èç r é ê l ë l ì 1íî î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î

r2 ì Ze2î î î î î î î îî î î î
r ï ð ñ nl ò r ó ô 0

Die Auswirkungen rechnet man in erster Ordnung Störungstheorie aus,

(658)Ekorrektur õ ö ÷ nl ø W1 ù W2 ù W3 ú û nl ü
d.h. wir müßten jede Korrektur durch Bildung des Matrixelements errechnen.

Die Ergebnisse sind hierbei,

(659)

ý
E1þ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ þ þ þ þ þ

m0 c2 ÿ � �
nl � W1 � �

nl �þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ þ þ þ þþ þ þ þ
m0 c2 ÿ Z4 � 4� � � � � � � �� � � � � � � � �

2n3

������ 3	 	 	 	 	 	 	 	 	 	
4n 
 1� � � � � � � �� � � � � � � � �

l � 1� � � �
2


� ����
(660)

�
E1� � � � � � � �� � � � � � � � �

m0 c2 � � �
nl � W1 � �

nl �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � �
m0 c2 � Z4 � 4� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �

2n3 � 2 l � 1� �
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� � 1� � � � � � � � �
l � 1 für j  l ! 1" " " "

2# 1" " " "
l für j  l # 1" " " "

2

(661)
$

E3" " " " " " " "" " " " " " " " "
m0 c2  % &

nl ' W1 ' &
nl (" " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " " "" " " " " " " "" " " " " " " "" " " "

m0 c2  Z4 ) 4" " " " " " " "" " " " " " " " "
2n3 * l,0

Addiert man diese Terme alle auf, so erhält man die Feinstrukturformel+
E , +

E1 - +
E2 - +

E3

(662)662
+

E. . . . . . . .. . . . . . . . .
m0 c2 / 0 1

Z2 3 44 4 4 4 4 4 4 44 4 4 4 4 4 4 4 4
2n3

567777 14 4 4 4 4 4 4 44 4 4 4 4 4 4 4 4 4
j 8 14 4 4 4

2
0 34 4 4 4 4 4 4 4 4 4

4n

9: ;;;;
Feinstrukturterm

<

Abb.15.3.1 Termschema der Feinstruktur

15.4 Äußere Effekte

15.4.1 Normaler Zeeman-Effekt

Aus §7 ist der normale Zeeman-Effekt bekannt zu 

(663)Enlm = ECoulomb > n, l ? @ A B ml B

und bewirkt also eine zusätzliche Aufspaltung 

(664)
B

E C A B B,
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Der  normale Zeeman-Effekt geht dabei von  einer "einfachen" Aufspaltung, also von  der

konventionellen Rydberg-Formel aus.

15.4.2 Stark-Effekt

Beim  Stark-Effekt  wird  der  Einfluß  eines  elektrischen  Feldes  betrachtet,  das  die

Energieaufspaltung stört. 

(665)HE D E qEx D E qEz E D E F G
Im Coulombfeld gilt ungefähr G ~ eH H H H H H

r2 I  ECoulomb J 1010 VK K K K K K K K
cm .

(1)  Man  geht beim Stark-Effekt im  Vergleich zum Coulombfeld von  einem "schwachen",

"homogenen" elektrischen Feld aus.

(2) Die z-Achse wird so gewählt, das E in Richtung z-Achse zeigt.

Man kann nun die Auswirkung auf den Grundzustand betrachten,L
EM 1N

nO 1 P Q qE R n P 1, 0, 0 S z S 1, 0, 0 T P 0

aus Symmetriegründen. D.h. die Störung der Grundzustandsenergie ist  0  in  erster Ordnung

Störungstheorie. Aber in zweiter Ordnung gilt nach (348) 

(666)

U
EV 2W

nO 1 P X
nY 2,3,..
auchüber

allemöglichen
l Z

e2 E2 [ \ 100 [ z [ 100 ] [ 2^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^
E1 _ En

D.h. es gibt zwei Formen des Stark-Effekts, den linearen, und den quadratischen. Um (666)

auszurechnen können die Auswahlregeln herangezogen werden,

(667)\ n ĺ´m´ [ z [ n l m ] ` 0 für
m a m´

l´ a l b 1

(668)
c d Ene 1 a f

ne 2

e2 E2 g h 100 g z g 110 i g 2j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j jj j j j j j j j j j j j j j j jj j j j j j j jj j j j j j j jj j j j j
E1 k En

was analytisch lösbar ist:  a sei der Bohrsche Radius

(669)d El 2m
ne 1 a k 9j j j j j

4
a3 E2

Weitere Auswahlregeln sind n
Lz, zo p Lz z q zLzr n ĺ´m´ s t Lz, zo s n l m u p v m´ q mw x y n ĺ´m´ z z z n l m {| } 0

d.h. das Matrixelement kann nur dann ungleich 0 sein wenn gilt,

m ~ m´
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Beispiel: Sei n=2, dann liegen 4 entartete Zustände vor,� 200 � � 210 � � 211 � � 21 � 1 �
und man muß auf die Störungstheorie mit  Entartung zurückgreifen. Nach (373) und mit  den

Auswahlregeln gilt dann,

det

�
�
����������������

0 � � E� 1�
n � 2 � qE � 200 � z � 210 �� � 3a

0 0� qE � 210 � z � 200 � 0 � � E� 1�
n � 2 0 0

0 0 0 � � E� 1�
n � 2 0

0 0 0 0 � � E� 1�
n � 2

�
�

����������������� 0

(670)� � E� 1�
n  2 ¡ 0

0¢ 3eaE£ 3eaE

die Aufspaltung sieht dann wie folgt aus:

n ¤ 2 ¥ 1¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦§ ¨ ¨ ¨
2̈ © ª 200 « ¬ ­ 210 « ®¯ 21 ° 1 ±

1² ² ² ² ² ² ² ² ² ²³ ´ ´ ´
2́ µ ¶ 200 ± · ¶ 210 ± ¸

15.4.3 Anomaler Zeeman-Effekt

Aus (662) ist die Verschiebung durch die Feinstruktur ablesbar,

(671)
¹

E0
n,j º mc2 µ Z» ¼ 4½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½½ ½ ½ ½ ½ ½ ½

2n3

¾¿ÀÀÀÀ 3Á Á Á Á Á Á Á Á Á Á
4n Â 1Á Á Á Á Á Á Á ÁÁ Á Á Á Á Á Á Á Á Á

j Ã 1Á Á Á Á
2

ÄÅ ÆÆÆÆ
Der Zeeman-Term lautet

(672)672 HZ Ç È qÉ É É É É É É ÉÉ É É É É É É
2mc Ê LZ Ë 2SzÌ B

im  Hamiltonianverband mit  den relativistischen Korrekturen, darunter auch der Spin-Bahn-

Wechselwirkung,

(673)H Ç HCb. Ë H1 Ë H2 Ë H3 Ë Hz.

Die Auswirkungen von (672) sind abhängig von der Stärke des Magnetfelds:

(674)B Í 105 G Î Ï HzÐ l Ñ 1,mj ,l,s Ò Ó B B mj Ô 1 Õ 1Ö Ö Ö Ö Ö Ö Ö ÖÖ Ö Ö Ö Ö Ö Ö ÖÖ Ö Ö
2 l × 1 Ø

(675)B Ù Ù 105 G Ú Û En,l,mj ,ms Ü eÝÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ ÞÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ
2mc

ß à
B á

ml â 2msã B

Die Rechnung dieser Matrixelemente ist nicht trivial.
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Abb.15.4.1 Anomaler Zeeman Effekt

Die Aufspaltung kommt durch die Abhängigkeit von mj und l zustande.
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§16 Quantenelektrodynamik
Die Quantisierung des Strahlungsfeld als ein Beispiel der Quantenfeldtheorie

16.1 Maxwell Gleichungen
Licht  wird  durch einen Satz von  relativistischen Differentialgleichungen erfaßt,  den soge-

nannten Maxwell Gleichungen, 

(676)
ä

E å r , tæ ç 1è è è è è è è èé
0 ê ë r , tì ,

(677)
í

B ë r , tì î 0,

(678)
í ï

E ð r , tñ ò ó ô t B õ r , tö ,
(679)

÷ ø
B õ r , tö ù 1ú ú ú ú ú ú ú úú ú ú ú ú ú úû

0 c2 j õ r , tö ü 1ú ú ú ú ú
c

ô t E õ r , tö .
Neben den Hauptgleichungen lassen sich Potentiale A und ý  definieren, sodaß die Felder mit

(680)B þ ÿ � A,

(681)E þ � �
t A � ÿ ý ,

aus diesen generiert werden können.

Setzt man die Coulomb-Eichung voraus, ÿ A=0, so führen die Maxwell Gleichungen, durch (5)

und (6) auf die Poisson-Gleichung,

(682)
� ý þ � �� � � � � � � ��

0
.

16.2 Quantisierungsidee 
Kommt man in den mikroskopischen Bereich, so können E und B Felder nicht mehr klassisch

beschrieben werden. Man muß nun Operatoren finden, deren Erwartungswerte,

E0 þ � � 0 	 E 	 
 0 �
die gemessenen Werte korrekt wiedergeben. Ferner unterliegen sie einer Abweichung, � 2 
 � �

0 � � E � E0� 2 � �
0 � ,

hervorgerufen durch  eine  Heisenberg-Unschärfe  in  den  Komponenten der  E  und  B

Feldoperatoren.

Sinn der Sache: 

Warum wird überhaupt eine Quantisierung eingeführt ?

Spontane Emission von Atomen und Molekülen kann nur so beschrieben werden, das Verhalten

des Feldes ist quantal, wenn nur wenig Photonen vorhanden sind.
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16.3 Identifikation  als harmonischer Oszillator
Liegt ein abgeschlossenes Raumgebiet mit Randbedingungen vor, so fordern die Maxwellglei-

chungen mehrere Moden, d.h. Schwingungszustände. Gemeint ist hierbei, das es zu der Wellen-

gleichung für das E-Feld,

(683)
� 2 E � 1� � � � � � � �

c2 � t
2 E � 0,

einfach mehrere Lösungsfunktionen gibt. Jeder dieser Moden wird   ein quantenmechanischer

Oszillator zugeordnet, wobei das Zeitverhalten der Amplitude quantisiert wird.  Eine Lösung

wäre z.b. 

(684)E � t� � X cos� � n t� � Y sin � � n t� ,
wobei die � n  genau die Winkelfrequenzen sind, die durch die Randbedingungen zur Lösung

von (8) führen. Die Amplituden (Wahrscheinlichkeiten), X,Y,  sind  die quantisierten Größen.

Sie werden mit Ort und Impuls des herkömmlichen harmonischen Oszillators identifiziert. D.h.

es gilt eine Kommutatorrelation der Form:

(685)
 
p, q! " # i $ % & X, Y ' ( ) i * .

Dies bedeuted X  und Y  sind kanonisch konjugiert, und nach Heisenberg besteht zwischen

einem Operatorpaar was (10) erfüllt  eine Unschärfe,

(686)
+

X
+

Y , -. . . . .
2

.

2 4 6 8 10

-1

-0.5

0.5

1

Abb.1.1 Unschärfe in E-Feld-Amplituden

Figur 1 zeigt die Unschärfe im Feld. Quantenmechanisch rechnen lassen sich die Unscharfen

angeben zu,

(687)/
Y 0 1 2 3 4 5 Y 6 Y07 2 4 3 8 9 1: 2

.

Man erhält folglich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, den Wert X zu messen, 

Plot; Exp; < x2= , > x, ? 2, 2@ , AxesLabelA B "X", "PC X D " @ E
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-2 -1 1 2
X

0.2

0.4

0.6

0.8

1

P F X G

Abb.1.2. Verteilung der möglichen E-Feldamplituden

D.h. während klassisch das E-Feld Null  sein kann, liegt wegen der Unschärfe quantenmecha-

nisch stets ein Rauschen vor. 

(688)H E I 0 aber H E2 I J 0

Betrachtet man ein solches E-Feld im Phasenraum, so erhält  man ein Wahrscheinlichkeit P auf

der z-Achse

Plot3DK ExpK L M M x N 6O 2 P Q y R 5S 2 S T 5U , V x, W 10, 10X , Y y, Z 10, 10X , PlotPoints[ 80,
Mesh [ False, PlotRange[ \ \ ] 10, 10̂ , \ ] 10, 10̂ , \ 0, 1̂ ^ , FaceGrids[ All ,

ViewPoint _ ` a 1.489, _ 2.750, 1.294b , AxesLabel_ ` a "X", "Y", "P" b c

-10
-5

0
5

10
X

-10
-5

0
5

10Y

0
0.2
0.4
0.6
0.8
1

P

-10
-5

0
5

10
X

-10
-5

0
5

10Y

Abb.1.3. Phasenraumdarstellung, eig. rotierendes Gaußpaket

16.4 Bewegungsgleichung der Potentiale
Ausgehend von den Maxwell Gleichungen in §1, leiten wir nun eine Beschreibung des Vektorpo-

tentialoperators A her. Startpunkt bildet (4),

d e
B f r , tg h 1i i i i i i i ii i i i i i ij

0 c2 j k r , tl m 1n n n n n
c

o
t E p r , tq ,

einsetzen von (5) und (6) liefert dann,

r s p r s
A q t 1u u u u u u u u

c2

o
t p v o

t A v r w x y 1z z z z z z z zz z z z z z z{
0 c2 j

| } 2 A
y } ~ } A � � | 1z z z z z z z z

c2 � t
2 A | 1z z z z z z z z

c2 � t
} � y 1z z z z z z z zz z z z z z z{

0 c2 j
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(689)� 1� � � � � � � �
c2 � t � � 2� A � 1� � � � � � � �� � � � � � ��

0 c2 j � 1� � � � � � � �
c2 � t � � � � � � A � .

Freiheit der Eichtransformation läßt es zu, A und �  so zu wählen, das gilt:

(690)� 2 � � � � � � 0

(691)� A � j� � � � � � � �� � � � � � ��
0 c2

Gleichung (22) bildet Ausgangspunkt für die nächsten Betrachtungen.

16.5 Bewegungsgleichungen im Reziproken Raum
Durch Fouriertransformation ist ein Wechsel in den reziproken Raum möglich. Grund ist, das

partielle Differentialgleichungen wie (22) dort zu gewöhnlichen Dgl´s in der Zeit werden. 

(692)A � k, t� � 1� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � �� 2 � � 3� 2 � �
3 r A   r , t¡ e¢ ikr

(693)A £ r , t¤ ¥ 1¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦£ 2 § ¤ 3̈ 2 © ª 3k A £ k, t¤ e« ikr

Betrachte folgende Transformation von (22):¬ 1­ ­ ­ ­ ­ ­ ­ ­
c2 ® t ¯ ° 2± ² 1³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³ ³ ³´

2 µ ¶ 3· 2 ¸ ¹ 3k A
´
k, t¶ eº ikr » ¼ j ½ r , t¾¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿À

0 c2

j(r,t) transformiert sich mittels Analogie zu (23) ebenfalls in den k.Raum, Á 1¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿
c2 Â t Ã Ä 2Å Æ 1¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿½ 2 Ç ¾ 3È 2 É Ê 3k A ½ k, t¾ eË ikr » ¼ 1¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿À

0 c2
Æ 1¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿½ 2 Ç ¾ 3È 2 É Ê 3k j ½ k, t¾ eË ikr » ,

hierbei ergibt der Operator Ä 2  ein Ì k2  beim Ableiten, weil  nur die Exponentialfunktion eine

Ortsabhängigkeit aufweist, schließlich erhält man,

(694)
1¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿
c2 Â t

2 A Ì k2 A ¼ j ½ k, t¾¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿¿ ¿ ¿ ¿À
0 c2 .

Die Differentialgleichung hat hier ihre Ortsabhängigkeit verloren! Gleichung (25) entspricht

der  Bewegungsgleichung eines erzwungenen Oszillators, wobei  der  Term j Í k,t ÎÏ Ï Ï Ï Ï Ï Ï ÏÏ Ï Ï Ï ÏÐ
0 c2 die  auf  den

Oszillator wirkende Kraft beschreibt.

16.6 Quantisierung
Eigentliches Ziel ist die Quantisierung von A, und damit indirekt auch die von E. Durch den

Ausflug in den reziproken Raum wurde ersichtlich, daß sich A  auch wie folgt  darstellen läßt

(erweiterte Fourierdarstellung, unsymmetrisch):

(695)A Ñ r, tÒ Ó Ô Õ 3k Aw Ö × k, tØ eikr .

Und der Vektor Ö  läßt sich weiterhin darstellen als Linearkombination aus den Polarisationsvek-

toren Ù  und Ú ´, die beide senkrecht auf k stehen. 
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(696)Û Ü k, tÝ Þ ß à
,

à
´ á â ã ä k, tå .

Durch diesen Schritt wurde die vektorielle Beschreibung in die æ  verlegt. Liegt ein freies elm-

Feld vor, so läßt sich auch noch die Zeitabhängigkeit separieren, 

(697)ç è é k, tê ë ì í î k ï eð iwt,

(698)
ñ ò ó k, tô õ ö ÷

,

÷
´ ø ù ÷ ó k ô eú iwt

Mit (25) folgt dann, 

(699)A ó r, tô õ û ü 3k Aw ý þ
,

þ
´ ÿ � þ �

k � e� iwt eikr ,

zusätzlich  gilt bei Fouriertransformation, folgende Summentransformation:

(700)

� �
3k � �

,

�
´

f � k, 	 
 � �
i 
 2 �� � � � � � � � � �

L � f � k i, � i � .
Mit dieser Hilfe läßt sich schließlich (30) schreiben als, 

(701)A � r , t� � �
i

Ai � � i � i eikr � �
i � � i e� ikr �

Da beim transversalen Vektorpotential E � =-  t A !  gilt, läßt sich unter Benutzung von (29) zur

Berechnung der Zeitableitung der Ausdruck für E herleiten:

(702)E " i #
i

Ei $ % i & i eikr ' (
i ) * i e+ ikr ,

Mit den Normierungskoeffizienten, 

Ai - . / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / /01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1
2 2 0 3 i L3

, Ei 4 5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 67
wi8 8 8 8 8 8 8 88 8 8 8 8 8 8 88 8 8 8

2 9 0 Li
.

Die entgültige Quantisierung geschieht durch den Übergang zu den Leiteroperatoren, 

(703):
i ; ai ; :

i < ; ai = .

Anschaulich gesehen können diese Operatoren Photonen in  der iten Moden erzeugen oder

vernichten. Der E-Feld Operator ergibt sich also zu, 

(704)
> ? @

i A i B ai C ai D E .
Da unser Ausgangspunkt der harmonische Oszillator war, läßt sich damit die Energie, bzw. H,

der Feldmoden angeben:

(705)HFeld F G
i H I J ai D ai K 1L L L L L

2 M
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Sinn der Sache:

Packt man die Operatoren mit in die Schrödinger Gleichung hat man eine komplette, quantale

Beschreibung des Systems.

16.7 Hamiltonian
Der Hamiltonian für  unser Problem setzt sich demnach aus 3 Teilen zusammen, dem Atom-

hamiltonian, dem Feldoperator, und einem Operator, der die Wechselwirkung erfaßt.

(706)H N H0 O HFeld O HWW.

Heuristisch liegt es nahe die Form von Hww bereits als, 

(707)Hww N P dQ R Q ; dQ S q T U V rW V X Y ,

anzunehmen. Korrekt ist allerdings die Herleitung aus dem bekannten elm-Feld-Hamiltonian

aus der Quantenmechanik.

(708)H Z p2[ [ [ [ [ [ [ [[ [ [ [
2m \ V \ ]

i ^ _ ` ai a ai \ 1[ [ [ [ [
2 b c q[ [ [ [ [ [ [

m
pA \ q2[ [ [ [ [ [ [ [[ [ [ [

2m
A2.

Dies ist  zentrales Resultat der Quantisierung des Strahlungsfeldes. Dieser Hamiltonian wird

nun der folgenden Argumentation zu Grunde gelegt.

16.8 Wirkung  der Erzeuger und Vernichter;  
Schreibkonventionen
Die Erzeuger und Vernichter wirken nur innerhalb der Mode wo sie definiert sind, also in der

iten. Das Feld bildet also einen Hilbertraum, der neben dem atomaren Hilbertraum existiert.

Man kann nun in die Klammer die Anzahl der Photonen, oder die Welle speziell, d.h. mit k j d
zu kennzeichnen. 

Sei { e n>} eine Basis für eine Mode so kann man einen Zustand kennzeichnen durch

(709)

f
a, g ni h i j f

a i f g ni h if g ni h i j f
n1 n2 n3 ... i j f

n1 i f
n2 i f

n3 i ...k f l i j m
a

m
n1

m
n2 n n n ca,n1,n2,... o a p ni q r .

Die jeweiligen Hamiltonoperatoren (Feld,Atom u. WW) wirken natürlich nur in ihrem jeweili-

gen  Hilbertraum.  Für  das  Atom  sind  die  herkömmlichen  Eigenwerte  zu  erwarten,

HAtom s t 0 r u E0 s t 0>, wobei die Erzeuger und Vernichter wie folgt arbeiten:

(710)

a2 s n1 n2 n3 ... r u v w w w w w wn2 x n1 y n2 z 1{ n3 ... |
a2 } ~ n1 n2 n3 ... � � � � � � � � � � � � � � � �n2 � 1 � n1 � n2 � 1� n3 ... �

ai � 0 � � 0 ai � � 0 � � � 0. ..010. .. 0 �
Der ai �  erzeugt in der iten Mode ein Photon. Alternativ kann man auch schreiben,
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(711)
ai � � 0 � � � ki � � .

Lediglich andere Art den Vektor anzugeben.

16.9 Fermi´s Goldene Regel 
Der  Hamiltonian (39)  enthält  bereits zuviel  Informationen, daher werden als nächstes die

quadratischen Terme � A2�  vernachlässigt. Bereits weggelassen wurden sämtliche Spineinflüsse

und Rückstoßeffekte. 

Nehmen wir  an, ein  angeregtes Atom  oder Molekül  gibt  ein  Photon ab, mit  der Energie

E � c� k � h� � Eb � Ea . Die Gesamtstrahlung ist richtungsunabhängig, d.h. isotrop.

Ziel  ist  die Berechnung einer Lebensdauer, bzw. der Übergangsrate zwischen den Niveaus.

Basis bildet Fermi ś Goldene Regel, die aus den Wechselwirkungsmatrixelementen eine Rate

angibt,

(712)
�

if � 2 �� � � � � � � � � �� � � f � Hww � i   ¡ 2 ¢ £
E ¤ Ef ¥ Ei ¦ .

Nach der Notationsregeln gilt für Vif ¤ § final ¨ Hww ¨ initial © , somit in unserem Fall, Atom

im angeregten Zustand ¨ b> als initial,  und kein Photon im System, ¨ 0> geht über in den Final-

state <ä mit einem Photon in der Mode j, § k j ª j ¨ :
(713)Vif ¤ § a, k j ª ¨ Hww ¨ b, 0 © .

Die Vernichter und Erzeuger funktionieren dann so wie in 2.5. beschrieben. Somit kann man

schließlich eine Gesamtübergangsrate berechnen:« ¤ ¬
überalle

Polarisationenfür j ­ if

® ¯ ° 2 ±² ² ² ² ² ² ² ² ² ²³ ´ qµ µ µ µ µ µ µ
m ¶ · A j

2 ¸ ¹ º a » º k j ¼ j » ½ aj ¾ j ¿ aj À ¾ j Á Â 0 Ã Â b Ã Ä 2 Å ÆÇ È É 2 Ê q2Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËÌ
m2 Í A j

2 ÎÎÎÎÎÎÎÎ Ï a Ð p Ñ j Ð b Ò Ó Ô k j Õ j Ö aj Ö 0 × Ø Ô k j Õ j Ö aj Ù Ö 0 × Ú ÛÛÛÛÛÛÛÛ 2 Ü
offensichtlich gilt nach 2.5. für die Matrixelemente:Ý

k j Þ j ß aj ß 0 à á 0Ý
k j Þ j ß aj â ß 0 à á Ý

k j Þ j ß k j Þ j à á 1

Nach einer Übungsaufgabe in  QM1 gilt  [r ,H]= i ãä ä ä ä ä
m p,  damit läßt  sich vorderes Matrixelement

auch schreiben a

(714)

å a æ p æ b ç è mä ä ä ä ä ä ä
i é å a æ ê r , Hë æ b çè mä ä ä ä ä ä ä

i é ê å a æ rH æ b ç ì å a æ Hr æ b ç ëè mä ä ä ä ä ä ä
i é í Eb ì Eaî å a æ r æ b çè ì i m ï j ð a ñ r ñ b ò
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Multipliziert man das q wieder ein, kürzt m heraus, so ergibt sich:

(715)
ó ô 2 õö ö ö ö ö ö ö ö ö ö÷ ø qö ö ö ö ö ö ö

m ù 2 ú
j û A j ü j ý 2 þþþþþþþþþþþ ÿ a � q r

� �
b � ����������� 2 �

Was nun noch fehlt ist 
�

.

16.10 Zustandsdichte
Analog zur  Herleitung von Plancks Gesetz, kann man die Anzahl der Moden abschätzen.

Betrachtet man einen Quader der Kantenlänge L, so kann man sich fragen, welche Moden dort

schwingen dürfen. Betrachtet man weiter sinusförmige Schwingungen, (z.b. in y, muß natürlich

für alle Richtungen gelten !)

Ey � sin � ky y�
Nun  können die  elektrodynamischen Randbedingungen eingefordert werden, da  am  Rand

Ey � 0� 	 0 und Ey � L� =0 sein muß. Im Sinus ist das äquivalent zu

ky L 	 Ny 

Ny 	 0, 1, 2, ...

Mit k= w� � � � �
c  gilt schließlich für die Modenstückzahl :

(716)Nx,y,z 	 L � max� � � � � � � �� � � � � � � �� � �
c


D.h. die Gesamzahl der Moden (x,y,z) ist durch das Volumen der Achtelkugel mit  Radius N

gegeben: 

(717)Anzahl: 
 � �� � � � �
6

� L � max� � � � � � � �� � � � � � � �� � �
c� � 3

d�� � � � � � � �� � � �
d� � �� � � � �

2 � L� � � � � � � �
c� � 3

w2 � �� � � V                    
2 ! 2 c3 " 2

Somit haben wir  die Anzahldichte für  eine Polarisationsrichtung, für isotrope Abstrahlung gilt

dann nach Demtröder, # $ " % � #� �                                           
4 ! & Steradiant

� V                    $ 2 ! c% 3 " 2

(718)
# $ E% � # $ " % d"          

dE
� V                        $ 2 ! ' c% 3

E2

Eine andere nützliche Frage wäre, wie man mit  dieser Betrachtung auch auf den Planckschen

Vorfaktor kommt. Dazu setzt man in (48) " =2 ! (  ein, und differenziert nach ( , ) � !     
6 * 2L (              

c + 3

d
)            
d( � !     

2 * 2L           
c + 3 ( 2
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(719)
M , - . / 4 0 - 21 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1

c3

(*  Berücksichtigt man jetzt noch, daß zwei Polarisationen möglich sind, teilt durchs Volumen,

so erhält man mit 2 M( - ) den Planckśchen Vorfaktor *)

16.11 Herleitung einer Formel für  die Spontane 
Emission
Das Matrixelement aus (46) muß nun noch vereinfacht werden, 2 3

a 4 qr 4 b 5 6 j
2 2 7 d2 2 6 j ez

2 2
Mit  einer Umformung (Cohen-Tannoudji:Atom Photon Interactions)  kann gezeigt werden, daß

gilt: 8 9 :
k ; X < = > 2 ? @ X A 2 B C kX D E kX F GH H H H H H H H H H H H H H H HH H H H H H H HH H H H H H H H H

k2

In unserem Fall ist X I ez, und kX I kez I k ezcosJ , und damit gilt

(720)
K L M

k N X O P Q 2 R S X S 2 T U kX V U kX W VX X X X X X X X X X X X X X X XX X X X X X X XX X X X X X X X X
k2

R 1 T cos2 Y R sin2 Y
Um nun der totalen Übergangsrate zu berechnen muß noch über den Raumwinkel integriert

werden, dabei nutzt man das IntegralZ
0 [ sin3 \ ] ^ _ `

0 a b 1 c cos2 ^ d sin̂ d̂ _ 4e e e e e
3f g h f

di j k 2 lm m m m m m m m m mn n op p p p p p p pp p p p p p p pp p p p p
2 q 0 L3

d2 L3r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r rs
2 t u cv 3

E2 sin2 w dxy t u 3 z 3r r r r r r r r r r r r r r r rr r r r r r r rr r r r r r r rr r r r rq 0 u s
2 t u cv 3 2 t 4r r r r r

3

Als Endergebnis erhalten wir  die Formel für die Übergangsrate für die spontane Emission, den

Einsteinschen A-Koeffizienten,

(721)
{ | 1} } } } } } } } } }

3 ~ 1} } } } } } } }} } } } } } } } } } }�
0 � c3 � 3 d2 � A.

Diese Übergangsrate das Resultat der  quantenmechanischen Herleitung, und  wird  in  den

nächsten Betrachtungen vorausgesetzt.

d=<a� qr � b> ist das Dipolmatrixelement.

Konkret deuten läßt sich diese Rate in einen einfachen Ratengleichung,

(722)dt N � � � N,
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eine Dgl, die für die Besetzung eines Niveaus � b> ein exponentielles Abklingverhalten voraus-

sagt, 

(723)Nb � t� � Nb � 0� e� � t.

Da die Energie, bzw. Intensität  proportional zum Quadrat der Amplitude ist, muß die Ampli-

tude der Schwingung also mit  e� 1� � � �
2 � tabnehmen. Nach 1.5. gilt,  daß eine so gedämpfte nicht

erzwungene Schwingung ein lorentzförmiges Intensitätsprofil besitzt. Wie man daran sieht ist

die Dämpfung � = 1� � � �
2 � = 1� � � � � � � �

2 �
Die volle Breite am halben Maximum, FWHM, ist bei der spontanen Emission antiproportional,

und es gilt (ebenfalls ersichtlich aus einer detailierten Betrachtung der Lorentztheorie), 

(724)
� � � 1� � � � � � � �� � � � � �

2 � � � � � � 1� � � � ��   � ¡ ¢ .
Dies entspricht in der klassischen Lorentz-Theorie dem freien, gedämpften Fall im Punkt 1.5.1. 
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§17 Quantenoptik
Anwendung von stimulierten und spontanen Prozessen in der Laserphysik

Im Gegensatz zur spontanen Emission, die immer auftaucht, wenn sich Teilchen in angeregten

Zuständen befinden, sind die  stimulierten Prozesse abhängig  von einem Strahlungsfeld. In

diesem Abschnitt stehen vor allem folgende Fragen im Vordergrund, 

"Was bestimmt die Stärke der Absorption ?" und,

"Welcher Anteil von Atomen ist nach der Einstrahlung von Licht im angeregten Zustand ?"

17.1 Theorie des semiklassischen Modells
Als erstes benötigen wir den Hamiltonian von Atom, Feld und Wechselwirkung (39), 

(725)H £ p2¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤¤ ¤ ¤ ¤
2m ¥ V ¥ ¦

i § ¨ © ai ª ai « 1¬ ¬ ¬ ¬ ¬
2 ­ ® q¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯

m̄
pA ° q2¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯ ¯¯ ¯ ¯ ¯

2m
A2.

Man kann nun davon ausgehen, das die Wellenfunktionen in den Zuständen ± b> und ± a> klein

gegen die Wellenlänge ²  der Strahlung sind. Somit wird  der Vektorpotentialoperator durch

seinen Ursprungswert genähert, 

A ³ r ´ µ A ³ 0́ .

Um eine einfachere Beschreibung zu erlangen, wird nun der heuristisch nahegelegte Hww  aus

(38) bewiesen. Die  Form Hww µ ¶ dE liegt  nahe, weil  dies auch klassisch der Dipolenergie

entspricht. Diese Form wird  durch eine unitäre Transformation erreicht. Unitäre Transforma-

tionen erhalten das Eigenwertspektrum eines Operators. Wir definieren den Trafo-Operator,

T : µ exp· ¸ i¹ ¹ ¹ ¹ ¹º q r A » 0¼ ½ ,
der die Koordinaten p,r dann so transformiert,

r´ ¾ TrT ¿
p´ ¾ TpT ¿ ¾ p À qA Á 0Â ,

sowie den Hamiltonoperator umwandelt,

H´ ¾ THT ¿ ¾ p2Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã ÃÃ Ã Ã Ã
2m

À V Á r Â À HFeld Ä q r Å i Æ i Ç aj È j É aj Ê È j Ë .
Dies entspricht nun endlich der Form (37), und der hintere Summenterm kann über (33) als E-

Feld-Operator an der Stelle r=0 identifiziert werden (dadurch fallen nämlich die eikrTerme weg

!).  Erklären  läßt  sich  die  Wirkung  von  T  wie  folgt.  Der  Impulsoperator ist  p= ÌÍ Í Í Í
i Î ,

d.h.räumliche Ableitung, und der T-Operator kann auch geschrieben werden als,

T Ï expÐ Ñ Ò Ó j Ô aj Õ Ó j aj Ö × Ø ,
und zwar durch einsetzen von A (32) in die Definition von T. D.h. der Hamiltonian aus (38) ist

bewiesen, und lautet 
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(726)H Ù p2Ú Ú Ú Ú Ú Ú Ú ÚÚ Ú Ú Ú
2m Û V Ü r Ý Û Þ

i ß à á ai â ai Û 1Ú Ú Ú Ú Ú
2 ã ä d E.

Die Hauptnäherung der Semiklassischen Theorie behandelt nun den Dipoloperator d quanten-

mechanisch und das elektrische Feld klassisch. Dann fällt  der Operator HFeld, also die Summe

in der Mitte weg, weil dieser Teil nur in dem photonischen Hilbertraum wirkt. Dies funktioniert

dann gut, wenn man ein System mit vielen Photon betrachtet, da nach dem Korrespondenzprin-

zip  makroskopische Effekte die mikroskopischen überwiegen. Für den WW-Operator gilt dann

in der Näherung, 

(727)Hww Ù ä då E,

(728)E æ ç 1è è è è è
2 é ê eë i ì t í c.c.î .

Sinn der Sache:

Eine komplette quantenmechanische Betrachtung ist  zu kompliziert, und die nachfolgenden

Probleme lassen sich auch in diesem, einfacheren (?) Modell beschreiben.

17.2 Schrödinger Gleichung für  das Atom; Rabi-
Frequenz

17.2.1 Aufstellung  der Bewegungsgleichung für die 
Entwicklungskoeffizienten

Seien ï b> und ï a> zwei orthonormale Eigenzustände des Atoms, d.h.:ð a ñ b ò ó 0 ô a õ a ö ó 1

(729)
H0 õ b ö ó Eb õ b ö
H0 õ a ö ó Ea õ a ö

Allgemein läßt sich ein Zustand õ ÷ >immer nach den Eigenzuständen entwickeln, d.h. bei einem

Basisset ø ù ú i>}, û ü ý þ ÿ
i

ci � � i � ,

und in unserem Fall bedeutet dies,

(730)� � � � a1 � a � � a2 � b � .

Die Schrödingergleichung, d.h. die Bewegungsgleichung für � �
> lautet gemäß (15) dann, 

(731)i � � t � 	 
 � H � 	 
 � a1 � t
 � Ea � Hww � � a � � a2 � t� � Eb � Hww � � b � .

Nun wird  von links  entweder ein <a�  oder ein <b�  anmultipliziert, und es ergeben sich die

"Bewegungsgleichungen" für die Vorfaktoren:

� i � a� 1 � t� � Ea a1 � t� � a1 � t� � a � Hww � a  � � a � Hww � b  a2 � t�! i " a� 2 � t� � Eb a2 � t� � a1 � t� � b � Hww � a  � � b � Hww � b  a2 � t�
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Nutzt  man nun (59)  so kann man E  aus den Matrixelementen herausziehen, oBdA  kann

weiterhin Ea # 0 und Eb # $ % 0 angenommen werden, 

i a& 1 ' 0 ( ) a * d * a + a1 , t- 1. . . . .
2

/ 01 1 1 1 1 12 e3 i 4 t 5 6 a 7 d 7 b 8 9 1: : : : :
2

; <: : : : : := e> i ? t a2 @ tA
B C a D d D a E a1 @ tA 1: : : : :

2
; <: : : : : := ei ? t B C a D d D b E 1: : : : :

2
; <: : : : : := ei ? t a2 @ tA

C a D d D a E F 0

Eine analoge Betrachtung für a2 liefert dann das Gleichungssystem,

(732)
i G t a1 F B 1: : : : :

2
H I

12 eJ i K t L I
21 M ei N t O a2 P tQ ,

i R t a2 S T 1U U U U U
2

V W
21 eX i N t Y W

12 M ei N t O a1 P tQ Y Z
0 a2.

Es beschreibt auf  Frequenzbasis die  Zeitentwicklung der Vorfaktoren unserer Entwicklung,

deren Quadrat die Besetzungswahrscheinlichkeit Pi  des iten Eigenzustands ist. Die FaktorenW
ab  sind  ein  Maß  für  Atom-Licht-Wechselwirkung, und  heißen  Rabifrequenzen. Sie  sind

definiert als, 

(733)
W

ab S q P r ab [ Q \U U U U U U] .

17.2.2 Vereinfachungen; Rotating Wave Approximation

Auch können einige Vereinfachungen angebracht werden. Ist z.b. kein Licht an, so gilt  
W

ab=0

und die Lösungen ergeben sich einfach zu 

a1 P tQ S a1 P 0Q ,
a2 P tQ S a2 P 0Q eX i N 0 t.

Diese Lösungen motivieren, einen ähnlichen Ansatz auch bei Lichtanwesenheit zu probieren: 

(734)a1 ^ t_ ` a1 ^ t_ a2 ^ t_ ` aa a
2 b tc ed i e t,

damit folgt für (64):

i f t a1 g h 1i i i i i
2

j k
12 ed 2 i e t l k

21 m n aa a
2 b tc ,

i f t a
a a

2 g h 1i i i i i
2

j k
21

l k
12 m e2 i e t n a1 b tc l b o 0 h o c aa a

2.

Da nun die ep 2 i q tso schnell oszillieren, mitteln sie sich in  realistischen Zeiten heraus. Man

nennt diese Überlegung auch rotating-wave-approximation, RWA, sie führt auf noch einfachere

Gleichungen:

(735)
i ar 1 s t 1u u u u u

2 v w
ax x

2

i ax xr 2 s y az z
2 { 1| | | | |

2 } a1

Gleichzeitig eingeführt wurden neue Definitionen eingeführt, 
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(736)
~ � �

0 � �
,� � �

21 � �
ab � q � r 21 � � �� � � � � �� .

Bei (67) handelt es sich um ein System von gekoppelten, gewöhnlichen Differentialgleichun-

gen, dessen Lösungen,

(737)
a1 � t� � � cos� �� � � � � � �

2
t� � i �� � � � � � �� sin � �� � � � � � �

2
t� � e� i �� � � � �

2 t,

a� �
2 � t� � i �� � � � � � �� sin � �� � � � � � �

2
t  e¡ i ¢� � � � �

2 t.

lauten. Besetzungswahrscheinlichkeiten berechnen sich aus (69)  dann mit  P2 � t � � £ a2 ¤ t ¥ £ 2,

allerdings muß man hier vorsichtig sein, gemeint ist speziell bei Niveau 2, a2 ¤ t ¥ , und nicht a¦ ¦
2. 

Der Parameter §  ist die effektive Rabifrequenz, mit

(738)§ ¨ © ª ª ª ª ª ª ª ª ª ª ª ª ª ª ª ª ª« 2 ¬ ­ 2 ,

und berücksichtigt noch die Verstimmung, da «  nur die Rabifrequenz am Resonanzpunkt ist.

Für die Wahrscheinlichkeiten gelten folgende Lösungsfunktionen:

(739)
P1 ® t̄ ° 1± ± ± ± ±

2 ² 1 ¬ ³ ­± ± ± ± ± ± ±´ µ 2¶ ¬ 1± ± ± ± ±
2 · ¸¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹ ¹º » 2

cos¼ t

P2 ½ t¾ ¿ 1À À À À À
2 Á ÂÀ À À À À À ÀÃ Ä 2 Å

1 Æ cosÇ tÈ É 0.5Ê 1 Ë Ì ÍÎ Î Î Î Î Î ÎÏ Ð 2Ñ Ò
1 Ó cosÔ tÕ

5 10 15 20 25 Ö t
0.5

1

1.5

P2 × t Ø

Abb.4.1. Darstellung der Rabioszillationen für verschiedene Ù
17.3 Wiederholdung: Dichtematrix

17.3.1 Grundlegende Theorie für den "Reinen" Zustand

Ein Reiner Zustand beinhaltet ein Maximum an Information über das System. D.h. zu einem

kompletten Set kommutierender Operatoren Q1, Q2, ...  findet  man ein  komplettes Set von

Eigenwerten q1, q2, ... Das System ist dann beschrieben durch den Vektor, 

Ú q1 q2 ... Û .

In einem solchen reinen Fall definiert man nun die Dichtematrix so, daß genau das rauskommt,

was man haben will,  nämlich als, 
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(740)Ü Ý Þ ß à á â ã .

Der Vektor ã â >  kann jederzeit als Linearkombination der Eigenkets dargestellt werden,  ã â >ä å ci æ i>, was zu einer Matrixdarstellung führt,

(741)ç
ij è é i æ ç æ j ê è é i æ ë ê é ë æ j ê è ci cj ì .

Für  den Dichteoperator lassen sich weiterhin einige interessante Eigenschafte finden,  so gilt

für Spur,

(742)Sp í î ï ð ñ ò i ó î ó i ô ð ñ ó ci ó 2 ð ò õ ó õ ô ð 1,

und für den Erwartungwert eines beliebigen Operators A, 

ò A ô ð ò õ ó A ó õ ô ðñ ò õ ó A ó i ô ò i ó õ ô ð ñ ò i ó õ ô ò õ ó A ó i ô ð Sp í î A ï
(743)ò A ô ð Sp í î A ï .

Vorteil  des Formalismus ist es, das man nicht mehr die Gesamtwellenfunktion ó õ >  benötigt,

sondern nur noch die Entwicklungskoeffizienten. Somit ist die Dichtematrix neben Heisenberg,

und Schrödinger Bild ein neuer Gesichtspunkt der QM. Bildet man die Zeitableitung, und nutzt

die Schrödingergleichung, so erhält man direkt die von Neuman-Gleichung,

(744)ö i ÷ ø t ù ú û ù , Hü .
Bei  Vielteilchensystemen mit  unabhängig präparierten Zuständen, müssen zusätzlich  statis-

tische Wahrscheinlichkeiten für  die Zustände einbezogen werden. Man kommt dann zu einer

Verallgemeinerung des Formalismus, 

(745)ù ú ý
n

Wn þ ÿ n � � ÿ n þ .

Nun gehorcht �  nicht mehr einer Schrödingergleichung, sondern der sog. Mastergleichung. Aus

der Mastergleichung sind die späteren Ratengleichungen auch explizit herleitbar. Die Matrix-

schreibweise von (81) wäre dann, 

(746)� ij � � i þ � þ j � � ý
n

Wn ci cj
�
.

17.4.2 Dichtematrix der Entwicklungskoeffizienten

Aus den Schrödingerbetrachtungen, d.h. unseren Bewegungsgleichungen (67) läßt  sich sofort

ins Dichtematrixbild wechseln, in  dem man die in  (77) aufgestellte Formel für  die Elemente

von �  nutzt. Die vorliegende Matrix wird eine 2x2-Matrix, weil wir nur ein atomares 2-Niveaus-

System als Modell zu Grunde legen, wie bisher auch. Es gelten folgende Beziehungen,

(747)
� 12 � a1 a� �

2
�

; � 21 � a1
�

a� �
2� 11 � a1 a1

� � 	 a1 	 2 ; � 22 � a� �
2 a� �

2
� � 	 a� �

2 	 2
(748)� 
 12 � a
 1 a2

� 

a1 a� ��

2

�
, etc.

und man findet durch Einsetzen von (67) folgende neue Entwicklung der Dichtematrixele-

mente, 
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(749)

� �
12 � i � �

12 � i
�� � � � � �
2

� �
22 � �

11� ,� �
11 � � i� � � � �

2
� � �

12 � � � �
21� ,� �

21 � � �
12

� ,� �
22 � � �

11.

Einsetzen von (83) in die von Neumann Gleichung (80) würde zum selben Ergebnis führen.

Einschub: Zusammenfassung (bisher)

(1) Durch Aufstellung eines semiklassischen Hamiltonians ließ sich eine Zeitentwicklung der

Vorfaktoren der typischen Eigenzustandskombination errechnen. 

(2) In den Vorfaktoren befinden sich Matrixelemente, die (durch teilen durch � ) die Stärke der

Atom-Licht-Wechselwirkung in  Frequenzeinheiten darstellen, die sog. Rabifrequenz. Trifft  die

Einstrahlung nicht genau die Resonanz, so betrachtet man eine effektive Rabifrequenz. Da die

Entwicklungskoeffizienten die Wahrscheinlichkeiten ergeben, sind die Rabi-O. real  meßbare

Wahrscheinlichkeitsfluktuationen der Besetzungen.

(3)  Es existieren Störeinflüsse, die  naheliegen, die  bisherige Theorie zu modifizieren, und

mehrere Prozesse mit einzubeziehen. Man geht von der Schrödingerschen Zustandsbetrachtung

über in  das Dichtematrixbild, in  dem keine Zustände, sondern vielmehr die Wahrscheinlich-

keiten eine Rolle spielen.

17.4.3 Anschauliche Bedeutung der Dichtematrixeingänge

Bevor  an  den Gleichungen (85)  Modifikationen vorgenommen werden, sollte  man einige

Gedanken auf die anschauliche Bedeutung der Dichtematrixelemente verwenden. Am einfachs-

ten erklären sich die Hauptdiagonaleingänge. Nach (77) sind sie einfach die Besetzungswahr-

scheinlichkeiten. Ist  also die  Gesamtbesetzungsdichte (Anzahl der Teilchen pro  Volumen)

bekannt, N, so kann man leicht die Dichten der einzelnen Niveaus bestimmen:

(750)
N1 � N � 11,

N2 � N � 22.

Um die Nebendiagonaleingänge zu erklären, benötigt man eine kleine Nebenrechnung,

� d  � q � ! " r " !  � q # a1 $ a2
� a " r " b  % a2 $ a1

� b " r " a  &
Wegen (66) folgt dann, 

(751)� d  � q # a1 $ a' '
2 e( i ) t * a + r + b , - c.c.. .

Da erst nach Mittelung über alle Atome die Aufstellung einer Dichtematrix einen Sinn macht

(vorher könnte man ja auch Schrödingerzustände nehmen),

(752)* * d , , / dab 0 e1 i ) t 2
21 - ei ) t 2

12. .
Ist kein Licht  vorhanden, so wird  3 =0, und (85.1) prognostiziert einen exponentiellen Abfall

von 2
12, und damit auch 2

21. Dies dämpft über (88) dann auch das Dipolmoment aller Atome

zu Null.  Ist das Licht an, und die Inversion 4 2
22 5 2

116  zeitlich konstant, so nimmt 2
12  einen

zeitlichen Grenzwert an, den es sich aber erst nach den Modifikationen lohnt zu berechnen.
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17.5 Problemanpassung der Dichtematrix

17.5.1 Elastische Stoßeinflüsse;Phasenstörungen

In  Abschnitt 4.3. wurde gezeigt, das Störeinflüsse gibt, die in  der Kern-Elektron-Schwingung

Phasenstörungen verursachen.  Einen Stoß kann man wieder mit  einer Rate erfassen, 7 =1/8 .

Die Bewegungsgleichung kann nun einfach modifiziert werden, in dem man folgende Linearität

ausnutzt,

(753)
9 : ; <

gesamt= 9 : ; <
Stöße > 9 : ; <

Schrödinger.

Die  elastischen Stöße  haben  nur  Einfluß  auf  den  Dipol,  und  damit  nur  auf  die

Nebendiagonalelemente:

9 : ;
12

<
gesamt= 9 :

12
; <

elast.Stöße > 9 :
12
; <

Schrödinger.

Schreibt man also  
9 :

12
; <

elast.Stöße= 1/8  bei (85) mit dazu, so ergibt sich,

(754)
: ;

12 = ? @ 1A A A A A8 ? i B C :
12 > i DA A A A A A

2
9 :

22 ? :
11

<
.

Nun kann man auch den stationären Grenzwert angeben, der sich wegen 
: ;

12=0 ergibt zu,

(755)

:
12stationär = ? D EA A A A A A A AA A A A A A

2

:
22 ? :

11A A A A A A A A A A A A A A A AA A A A A A A AA A A AB > 1A A A A A
i F G iH IJ J J J J J J J J J J J J J J JJ J J J J J J JJ J J J J

2 K L M i N O K P 22 M P 11O ,
P 21stationär G HJ J J J J J

2
P 22 M P 11J J J J J J J J J J J J J J J JJ J J J J J J JJ J J JN M 1J J J J J

i F G M iHJ J J J J J J J J J J J J J J JJ J J J J J J JJ J J J J
2 K L Q i N O K P 22 M P 11O .

17.5.2 Spontane Emission;Inelastische Stöße

Inelastische Stöße und spontane Emission führen zu einer Abnahme der Teilchendichte im

oberen Niveau, zu einer Zunahme im jeweiligen oberen Niveau (geht man weiterhin von einem

einfachen 2-Niveau System aus). D.h. nun müssen die Gleichungen in (85) verändert werden,

die für die Besetzungsdichten sorgen, P 22, P 11.

Auch hier nutzt man wieder die Linearität (89) aus, und kommt auf einen neuen Satz Differen-

tialgleichungen:

(756)P R 22 G M A P 22 M S 2 T 22 U iV V V V V
2 W X T 12 Y X Z T 21[ ,

(757)T \ 11 ] Y A T 22 Y S 2 T 11 U iV V V V V
2 W X T 12 Y X Z T 21[ .

Spontane Emission ̂             ̂  Inel.Stöße             ̂  Schrödinger      

Das nächste Problem besteht nun darin die gegenseitigen Auswirkungen der neuen Terme in

den dynamischen Gleichungen für  _ 12  zu  berichtigen. Dazu betrachtet man zunächst die

separierten Probleme.

(758)
` _ 22a b Inelast.Stöße c d e 2 _ 22 f g 22 h g 22 i 0j ek l 2 t
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Aufgrund der Eigenschaften der Dichtematrix gilt für Eingänge,

(759)m
11

m
22 n m

12
m

21 n o m
12 o 2

Wenn also aufgrund von Verlusten nach (94) gilt, 

m
11 p tq m

22 p tq n m
11 p 0q er s 1 t m

22 p 0q er s 2 tn m
11 p 0q m

22 p 0q er t u 1 v w 2 x t

so folgt nach  (95), 

(760)
y z

12 { t| } ~ � � 12 � 0� � e� � � 1 � � 2 �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �
2 t.

Und nach genau denselben Überlegungen für die spontane Emission,

(761)
� �

12 � t� � � � �
12 � 0� �

e� A� � � � �
2 t

Gleichungen (96) und (97) legen nun nahe, die neue Bewegungsgleichung (90) für  
�

12  noch-

mals zu modifizieren.

(762)
� �

12 � � � 1� � � � �� � 1� � � � �
2 � A � � 1 � � 2� � i � �   12 ¡ i ¢£ £ £ £ £ £

2 ¤ ¥ 22 ¦ ¥ 11§ .
17.6 Bloch-Vektor-Bild  

17.6.1 Definition

Schrödinger und Dichtematrix sind zwei äquivalente Betrachtungsweisen, wobei sich bei der

Dichtematrix als klarer Vorteil  die Nichtnotwendigkeit einer Zustandsfunktion erwiesen hat.

Der Bloch-Vektor wurde historisch eingeführt, um 2-Level Spin-Systeme zu beschreiben (genau

wie die Dichtematrix auch), und seine Elemente sind noch wesentlich näher an der Anscha-

uung. So bildet das Bloch-Bild ein drittes wiederum völlig  äquivalentes Beschreibungssystem

der atomaren Dynamik.

 Man definiert die Komponenten des Bloch-Vektors wie folgt,

(763)

u ¨ ¥ 21 © ¥ 12

v ¨ i ¤ ¥ 21 ¦ ¥ 12§
w ¨ ¥ 22 ¦ ¥ 11

*17.6.2 Eigenschaften des Blochvektors  

 Komponente w  ist zunächst am einfachsten als Inversion zu deuten, d.h. die Differenz der

Wahrscheinlichkeit im  oberen oder im  unteren Zustand zu sein. u,v nehmen Bezug auf die

Phase des Systems, und sind direkt verknüpft  mit dem Dipolmoment des Atoms (der Atome).

Ohne Beweis: u ist die dispersive Komponente des Dipolmoments, (-)v beschreibt die Stärke der

Absorption durch das Dipolmoment.

Befindet  sich  die  Dichtematrix  in  einem reinen  Zustand, so  gilt  für  den  Blochvektor

u2 © v2 © w2 ¨ 1, d.h. der Vektor bechreibt eine Spähre, die Bloch-Sphäre. 

Schreibt man den Vektor explizit,
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(764)ª « ¬­®®®®®®®
u

v

w

¯
° ±±±±±±±

so sind sämtliche Bewegungsgleichungen in einer zusammenfaßbar, 

(765)² ³ ´ µ ¶ · ,

wobei ̧  ein  konstanter Vektor ist,  der von den Randbedingungen abhängt, und um den ·
präzediert. Nun ist auch die RWA-Näherung erklärbar, denn sie stellt praktisch eine Transforma-

tion in das Rotationssymmetrische System von ̧  dar.

17.6.3 Dynamische Gleichungen für ein mittleres Atom

In  unserer Betrachtung müssen wir  um realistische Beschreibung zu erhalten, die Spontane

Emission, elastische Kollisionen, Zerfälle  in andere Zustände (inel.) und Ensemblebetrachtun-

gen einbeziehen. Wir erhalten folgendes Gleichungssystem,

(766)

¹ º
11 » ¼ ½ 1

¹
11 ¾ A¹

22 ¾ 1¿ ¿ ¿ ¿ ¿
2 À v¹ º

22 » ¼ Á A ¾ ½ 2Â ¹
22 ¼ 1¿ ¿ ¿ ¿ ¿

2 À v

vº » ¼ Ã v Ä Å u Ä Æ w

uÇ È É Ã u É Å v

Ã È 1Ê Ê Ê Ê ÊË Ä 1Ê Ê Ê Ê Ê
2 Ì A Ä Í 1 Ä Í 2Î Ï 1Ð Ð Ð Ð ÐÑ Ò 1Ð Ð Ð Ð Ð Ð Ð ÐÐ Ð Ð Ð Ð

2 Ñ
1Ñ

1 Ó 1 Ô A Ò Õ 1 Ò Õ 2

Betrachtet man den Spezialfall Õ 1, Õ 2
Ô 0, so erhält  man die üblichen Bloch Gleichungen (99).

Eine  weitere wichtige Zwischengleichung (!nicht  im  Schillerscript enthalten!) erhält  man,

wenn man unser Bloch-Gleichungssystem (102) in komplexer Form wie folgt ableitet,

uÖ × i vÖ Ô × Ø Ù Ò i Ú Û Ø u × iv Û × iÜ w, Ø Ý 1aÞ
wß à á 1â â â â â â â âã

1 ä 1 å wÞ å iâ â â â â
2 æ ç è u é iv ê ë ç ì í u î iv ï ð . ñ ò 1bó

17.7 Aufstellung der Dichteraten
Ausgehend von den  in §4 hergeleiteten Formeln, sollen nun die sog. Ratengleichungen formuli-

ert werden. Zunächst wird jedoch eine im Laser gültige Näherung angebracht,

(767)
1ô ô ô ô ôõ ö ö A, ÷ 1, ÷ 2.

Dann ist ø ù 12 ú 0,  wenn sich û 11, û 22  nur langsam. Wir  können jetzt û 12  und û 21  adiabatisch

eliminieren (schnell reagierender Freiheitsgrad), und nutzen den in 4.5.1. gefundenen station-

ären Grenzwert für û 12 (91), 
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(768)

ü
12stationär ý þ ÿ �� � � � � � � �� � � � � �

2

�
22 � �

11� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � �� � 1� � � � �
i �

	 i
 �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �
2 
 � � i � �

� �
22 � �

11� ,
�

21stationär �
�� � � � � �
2

�
22 � �

11� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � �� � 1� � � � �
i � � � i�� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � �

2
� � �

i
� �

� �
22 � �

11� .
Offensichtlich ist dann der hintere Term in den Gleichungen (92), (93) leicht zu finden, setzt

man nun (!) � � 1� � � ��

(769) !
12 "  # !

21 $ i % & % 2 '( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( (( ( ( ( ( ( ( (( ( ( () 2 * ' 2 + , 22 - , 11. ,
was dann direkt weiter eingesetzt werden kann, 

(770)
, / 11 0 1 A2 22 3 4 1 5 11 6 17 7 7 7 7

2
i 8 9 8 2 :7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 77 7 7 7 7 7 7 77 7 7 7; 2 6 : 2 < 5 22 = 5 11> ,

5 ? 22 @ = A5 22 = 4 2 5 22 = 17 7 7 7 7
2

i 8 9 8 2 :7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 77 7 7 7 7 7 7 77 7 7 7; 2 6 : 2 < 5 22 = 5 11> .
Je nach Vorzeichen beschreiben die hinteren Terme die stimulierte Absorption, bzw. Emission.

Beide sind proportional zu Lichtintensität,  die durch 8 9 8 2  gegeben ist, und zum Besetzung-

sunterschied. Hier ist ebenfalls das Lorentzprofil enthalten. Um nun weitere Vereinfachungen

zu machen, benötigen wir den expliziten Ausdruck für 9 , weiter oben in Formel (68), 

(771)9 A q B r21 C D
EF F F F F FG

Da der Faktor 1H H H H
2

i I J K 2 LM M M M M M M MM M M M M M MN 2 O P 2  vor der Besetzungsinversion steht, muß er die Dimension Rate haben.

Es macht daher Sinn genau diesen Faktor als Absorptionsrate zu definieren,

(772)Q
Absorption R 1S S S S S

2

i T q U r 21 V W XY Y Y Y YZ [ 2 \] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]] ] ] ] ] ] ] ] ]^ 2 _ \ 2 .

17.8 Aufstellung der Ratengleichungen

17.8.1 Absorptionsquerschnitt

Mit  den in 5.1. und 5.2. zusammengefaßten Ergebnisse ist es nun möglich die Ratengleichun-

gen zu formulieren. Zunächst sollten wir  beachten, das man zwar in  Gleichung (107) das

Matrixelement jeweils mit  Tabellen nachschauen oder analytisch berechnen könnte, dies aber

nicht immer nötig ist. So ist für  die meisten Anwendungen nur eine Mittelung von [ ` [ 2  über

alle Orientierungen von Interesse. 

(773)

a b qr 12 c b 2 d
alleRichtungen e f g h i j 2 k

l 1m m m m m
3

q2 r 21 r12 n o n 2 p 1q q q q q
3

d2 n o n 2
(120) ist gleichzeitig definierende Gleichung für d, und D2,

d p qr21 ; r p s d,

(774)d2 p n d t 2 u q2 v w x12
w 2 x w y12

w 2 x w z12
w 2 y .
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Dann kann man die Absorptionsrate wie folgt ausdrücken,

(775)
z

Absorption { 1| | | | |
3

1| | | | |
2

d2 } ~ } 2 �| | | | | | | | | | | | | | | || | | | | | | | | | | | | | | || | | | | | | || | |� �
0 � � � 2 � � 2

,

F � I� � � � � � � � � �� � � 1� � � � � � � � � �� � 1� � � � �
2

c� 0 � 2,

(776)
�

Absorption � � F.

wobei �  der Absorptionsquerschnitt ist. Den Wirkungsquerschnitt findet man schließlich  über

� =� /F, 

� �
1� � � �
3

1� � � �
2

d2 � � � 2 �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � �� �
0 � � � 2 � � 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � �

1� � � � � � � �� � 1� � � �
2 c  0 ¡ 2

(777)¢ £ ¤ ¥ ¦ 1� � � � �
3

d2 §� � � � � � � �� � � � � � � �  0 ¨ c

©� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � �£ §
0 ª § ¥ 2 « © 2

Klassisch gesehen hat das Atom eine Fläche ¢ , mit der es Photonen aus einem Strahl absorbi-

ert. Im Resonanzfall ist ¢  am größten. Interessant ist das ¢  also nicht eine rein atomare Eigen-

schaft ist, sondern auch eine Funktion der eingestrahlten Frequenz. 

(778)¢ £ 0¥ ¦ d2 §
0� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �

3   0 c̈
© .

¢  ist groß für  erlaubte Übergänge, fällt  mit  zunehmender transversaler Relaxationsrate 
©

 ab.

Typische Werte hängen von 
©

 ab. Nähert man z.b. im Gleichungspaket (102) den Wert von 
©

für überwiegene spontane Emission, so erhält man,

© ¦ A� � � � � � �
2

¦ §
0

3 d2� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �� � �
6 ¬ ­ 0 ® c3 ¯ ° res ± 2 ² c2³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³³ ³ ³ ³´

0
2 ±

µ
0

2¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶ ¶
2 · ¸ 4 ¹ 10º 10 cm2

In der Praxis domiert aber der Zerfall, 1/» , und dieser ergibt folgende typische Werte,

¼
Rubin ½ 10¾ 19 cm2

¼
Nd:YAG ½ 10¾ 19 cm2

¼
Farbstoffe½ 10¾ 16 cm2

17.8.2 Absorptionskoeffizient

Dem Lichtstrahl gehen durch die Absorption Photonen verloren, und  zwar gemäß,

(779)¿ À F Á ¼ FNÀ z,

Â dFÃ Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã
dz Ä Å Æ N F,

Â F Ç zÈ Ä F Ç 0È eÉ Ê N z Ë Ì F Í 0Î eÏ az,

(780)a Ð Ñ N.

Dies ist eine dem Lambert-Beerschen Gesetz entsprechende exponentielle Abschwächung mit

dem Absorptionskoeffizienten a.
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17.8.3 Übergang zu den Besetzungsdichten

Um nun endlich die Ratengleichungen zu erhalten, nutzen wir  das Korrespondenzprinzip (86),

was die Dichten mit  den Dichtematrixeinträgen verknüpft. Die Ratengleichungen lauten dann

einfach,

(781)
N1 Ò Ó Ô 1 N1 Õ A N2 Õ Ö F × N2 Ó N1Ø ,
N2 Ò Ó Ô 2 N2 Ó A N2 Ó Ö F × N2 Ó N1Ø .

An dieser Stelle ist die eigentliche Herleitung der Ratengleichungen bereits beendet. Sie folgen

aus "first  principles" der Quantenphysik, und stellen die zentralen Bewegungsgleichungen der

Laserphysik dar.

Diskussion 

Liegt ein geschlossenes 2-Niveau-System vor, so gilt für die Raten Ô 1 Ò Ô 2 Ò 0, und wir können

für (128) einfach die Lösung angeben. N Ò N1 Õ N2 , und für (128) ergibt sich,

Ù
t N2 Ú t_Û Ü Ý A N2 Þ tÛ Ý ß F à 2 á N2 â tã ä Nå ,

DSolveâ æ t N2 â tã ç ç ä A N2 â tã ä è F é 2 á N2 â tã ä Nå , N2 â tã , tã ,
N2 â tã ê N ë Fì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì

A í 2 ë F
í î t ï ð A ð 2 ñ Fò C ó 1ô .

(782)N2 õ tö ÷ N2 ó 0ô î t ï ð A ð 2 ñ Fò ø N ù Fú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú ú úú ú ú ú ú ú ú úú ú ú ú
A ø 2 ù F õ 1 û î t ï ð A ð 2 ñ Fò ö .

Betrachtet man diese Lösung in hinreichend langer Zeit, so erhält man,

(783)S ü N2 õ ý þÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿÿ ÿ ÿ ÿ ÿ
N � � Fÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿÿ ÿ ÿ ÿ

A � 2 � F

Und ist das obere Niveau gleichbesetzt wie das untere, so liegt Sättigung vor, dies passiert für� F >> A und ist ebenfalls aus (130) ersichtlich. Da �  eine Funktion der Verstimmung ist, gilt

mit F= Iÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ� �
� � � þ F � 1ÿ ÿ ÿ ÿ

2 � � � 2 	ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ� 2 � 	 2 ,

(784)
N2

� ý þÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ ÿÿ ÿ ÿ ÿ ÿ
N � 1ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ

2
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.

Nach den allgemeinen Beschreibungen in 1.5. ist ersichtlich, daß wiederum ein Lorentzprofil

vorliegt, für dessen FWHM gilt (Verleiche mit 1.5.1.,1.5.2.),

(785)
� �� � � � � � � �� � �
2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

2 � � � � 2 �� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � �
A

.

was sich auch schreiben läßt als,
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(786)� �  
2 ! " # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # #1 $ 2 % & 0' F( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( ( (( ( ( ( ( ( ( ( ( (

A ) * + + + +F .

Die Anregung nennt man daher leistungsverbreitert oder auch sättigungsverbreitert. Wegen der

Proportionalität  zwischen F,I, und P werden diese Begriffe oft auch synonym gebraucht. Was

nun  folgt  ist  eine  Darstellung der  Lösungsfunktion der  Ratengleichung. Sie  zeigt  das

"normierte" zeitliche Verhalten von N2 , t - , die konkreten Werte kann man der Variablendeklara-

tion entnehmen:

0.5 1 1.5 2
t

0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3

f . t /

0.5 1 1.5 2
t

0.425

0.435
0.44
0.445
0.45
0.455

f 0 t /0.5 1 1.5 2
t

0.002

0.004

0.006

0.008

f 0 t /

0.5 1 1.5 2
t

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07

f 0 t /

Abb.4.2. Niveaudynamik für verschiedene 1 F

Diese Bilder sollen eigentlich nur die Auswirkung der Sättigung für  verschieden starke Anre-

gungsstärken zeigen. Man sieht, daß bei einem Startpunkt N2(0)=0 stets gilt N2 2 2 N/2.

17.10 Maxwell-Bloch Gleichungen

Die Ratengleichungen stellen praktisch die "Bewegungsgleichungen" des Lasersystems dar. Sie

beschreiben die Veränderung eines atomaren Systems durch ein eingestrahltes Lichtfeld. Was

nun noch fehlt ist die Beeinflußung eben jener Veränderungen auf das Lichtfeld. So wirkt ja die

stimulierte Emission verstärkend, die Absorption aber abschwächend. Eine künstliche Beset-

zungsinversion würde also zu einer Verstärkung führen. Zur Vereinfachung geht man von einer

Welle aus, die sich in z-Richtung ausbreitet. Eine solche elm. Welle läßt  sich stets durch ihre

Polarisation 3 , ihre Amplitude 4 (z,t,) und ihre Phase beschreiben:

(787)E 5 r , t6 7 8 9 5 z, t6 e: i ; < t = kz> .?
 kann aus den Maxwell-Gleichungen bestimmt werden, wozu allerdings die Polarisation des

Mediums benötigt  wird. Daß atomare System gibt nun Aufschluß über die Polarisation. Unser

Feld muß außerdem der (aus den Maxwell-Gleichungen herleitbaren) Wellengleichung genü-

gen. 

(788)@ E A r , tB C 1D D D D D D D DD D D D D D D
c2 E

0 F t P G r , tH .

Quantentheorie 139



(789)
I J

z
2 K 1L L L L L L L L

c2 M t
2N E O z, tP Q 1R R R R R R R RR R R R R R R

c2 S
0 T t P U z, tV .

In  (134) beschreibt W (r,t)  die Amplitude. Im  Gegensatz zur  gesammten Oszillation des E-

Feldes, nehmen wir  nun an das sich die Amplitude nur langsam auf der Längenskala von X ,

und auf  der Zeitskala von Y Z 1  ändert. Diese Näherung nennt man SVEA  (slowly  variing

envelope approximation). D.h. es gilt,

(790)
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Ein ähnlicher Ansatz greift auch für  die Polarisation P, die man zunächst erst einmal näher

beschreiben muß. Anschaulich kann man sich vorstellen, daß P proportional zur Ladung q, gar

zum Dipolmoment d ist. Weiterhin ist die Polarisation um so größer, desto höher die Teilchen-

dichte ist. Daher liegt folgende Formel nahe,

P v 2Nqr 12 a1 w a2

Ein  flüchtiger  Blick  auf  (87)  hilft  nun  die  nächste Gleichung zu  glauben (über  <d>

gleichsetzen!),

(791)P x z, ty z { | } 2Nqr 12 ~ 21 e� i � t � ikz �
Nach Substitution von (138) und (134) in (136), erhalten wir ,� �
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An  dieser Stelle kann nun die Näherung der langsam veränderlichen Amplitude eingesetzt

werden. Die grauen Terme heben sich weg, die 2 kürzt sich raus,Ý =ck wird substituiert, und für

die kursiven Terme greift das Vereinfachungspaket (137):
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0 c2
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21.

Eine letzte Umformung führt dann auf die sog. reduzierte Wellengleichung,
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Offensichtlich  kann man mit  den Blochschen Definitionen aus §4  (139) umschreiben, und

somit erhält  man die sog. Maxwell Bloch-Gleichungen, 2 gekoppelte Differentialgleichungen

im Argument u-iv :

uþ ÿ i vþ ù ÿ � � � i � � � u � iv � � i� w � 	 1a

w� � 
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2
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0

+
u , iv -. . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . .

2 / 0 2-
Sinn dieser Gleichungen ist die konsistente Beschreibung von Atom-Licht-Wechselwirkungen.

Die Ratengleichungen bilden ein ähnliches System, und beschreiben die Erzeugung und Vernich-

tung von Resonatorphotonen durch das gewählte  Resonatormedium. Nutzt  man das Bloch-

Vektorbild, indem die Dichtematrixeingänge mit  neuen Variablen, den Blochvektoreinträgen

verknüpft werden, und die Maxwell-Bloch-Gleichungen, so erhält man ein vollständige Quanten-

theorie des Lasers. 

Anmerkung: Auch (139) wird manchmal Maxwell-Bloch-Gleichung genannt.
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